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SUR LES ESPACES MESURE´S SINGULIERS
II - E´tude spectrale1
Mikae¨l Pichot
Novembre 2004
—
Abstract
We are mainly interested here in Kazhdan’s property T for measured equiva-
lence relations. Among our main results are characterizations of strong ergodicity
and Kazhdan’s property in terms of the spectra of diffusion operators, associated
to random walks and hilbertian representations of the underlying equivalence re-
lation. The analog spectral characterization of property T for countable groups
was proved recently by Gromov [25] (and Ghys [24]). Our proof put together
the tools developed in the group case and further crucial technical steps from
the study of amenable equivalence relations in [13]. As an application we show
how Z˙uk’s “λ1 > 1/2” criterion for property T can be adapted to measured
equivalence relations.
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1. Introduction
Cet article succe`de a` [41] et concerne principalement l’e´tude de la proprie´te´ T de
Kazhdan pour les espaces singuliers.
Nous avons divise´ cette introduction en trois parties, une pre´sentation des re´sultats
spectraux e´voque´s dans le titre, suivie de quelques motivations, historiques et tech-
niques, concernant ces re´sultats et la proprie´te´ T de Kazhdan ; nous terminons par
exemple d’application.
—
E´tant donne´ un espace bore´lien standard X, on construit une relation d’e´quivalence
bore´lienne a` classes de´nombrables en eﬀectuant une marche ale´atoire sur X de la fac¸on
suivante. Fixons pour tout x ∈ X une loi de probabilite´ νx sur X, a` support ﬁni ou
de´nombrable. Fixons un point x0 ∈ X et lanc¸ons une marche ale´atoire sur X de´butant
en x0 et de loi ν. Ainsi on eﬀectue un premier pas en x1 selon la loi νx0 , un deuxie`me
pas en x2, selon la loi νx1 , et on ite`re. L’ensemble des trajectoires possibles de cette
marche de´termine une orbite de´nombrable [x0] ⊂ X (l’ensemble des points atteints a`
partir de x0 avec probabilite´ non nulle), et lorsque le point de de´part x0 varie dans X,
la partition en orbites de X ainsi de´termine´e est une relation d’e´quivalence R sur X (ou`
l’on suppose que νx(y) > 0 si et seulement si νy(x) > 0). Cette relation d’e´quivalence
est bore´lienne si le support Supp(ν) = {(x, y), νx(y) > 0} de ν est une partie bore´lienne
de X ×X. On notera ν(x→ y) = νx(y).
Fixons alors un espace mesure´ singulier Q. Rappelons que la structure mesure´e sur
Q est de´termine´e par la donne´e d’un espace de probabilite´ (X,µ) et d’une relation
d’e´quivalence mesure´e R a` classes de´nombrables sur X telle que X/R = Q. (On dit
alors que R est une relation d’e´quivalence de´singularisante relative a` Q.) On appelle
marche ale´atoire Q-pe´riodique, et on note ν˜, la donne´e d’une marche ale´atoire ν sur un
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espace de probabilite´ (X,µ) (au sens ci-dessus), de´ﬁnissant une relation d’equivalence
bore´lienne R pour laquelle µ est une mesure quasi-invariante, et telle que X/R = Q.
La marche ale´atoire Q-pe´riodique ν˜ a lieu sur l’ensemble de´nombrable Q-pe´riodique R.
(cf. [41] pour la terminologie utilise´e)
Soit ν˜ une marche ale´atoire Q-pe´riodique. Certaines proprie´te´s de l’espace singulier
Q se reﬂe`tent dans le spectre d’ope´rateurs de diﬀusion naturellement associe´s a` ν˜ de la
fac¸on suivante. La relation d’e´quivalence R, partition de X en les orbites de ν, est en
particulier un groupo¨ıde mesure´, et admet a` ce titre des repre´sentations hilbertiennes.
Soit π une telle repre´sentation sur un champ mesurable H d’espaces de Hilbert de base
X. On associe a` ν et π un ope´rateur de diffusion Dν,pi agissant sur l’espace L
2(X,µ,H)
des sections de carre´ inte´grable de H , de´ﬁni par
(Dν,piξ)x =
∑
y∼x
ν(x→ y)π(x, y)ξy
ou` ξ ∈ L2(X,µ,H). Lorsque ν est une marche ale´atoire syme´trique relativement a` µ
(cf. §7.), cet ope´rateur est hermitien borne´ et son spectre est une partie compacte de
[−1, 1]. On s’inte´resse alors a` la proprie´te´ suivante.
On dit que Dν,pi a un trou spectral (au voisinage de 1) si sa plus grande valeur
spectrale distincte de 1 est strictement infe´rieure a` 1.
Soit ν˜ une marche ale´atoire Q-pe´riodique. On appelle diffusions hilbertiennes as-
socie´es a` ν˜ la famille des ope´rateurs Dν,pi, lorsque π parcourt les repre´sentations hilber-
tiennes de la relation d’e´quivalence mesure´e R associe´e a` ν˜. On appelle diffusion simple
associe´e a` ν˜ la diﬀusion hilbertienne, agissant sur L2(X), associe´e a` la repre´sentation
triviale de R.
Apre`s avoir mene´ une analyse de´taille´e de la proprie´te´ T de Kazhdan pour les es-
paces singuliers, nous obtenons dans cet article les caracte´risations spectrales suivantes.
The´ore`me 1. Un espace singulier ergodique de type fini Q, s’il est de type II,
posse`de un quotient moyennable si et seulement si pour toute marche ale´atoire Q-
pe´riodique syme´trique borne´e, la diffusion hilbertienne simple associe´e n’a pas de trou
spectral au voisinage de 1.
The´ore`me 2. Un espace singulier ergodique Q posse`de la proprie´te´ T de Kazhdan si
et seulement s’il existe une marche ale´atoire Q-pe´riodique syme´trique dont les diffusions
hilbertiennes pre´sentent un trou spectral au voisinage de 1.
—
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1. L’e´tude des marches ale´atoires en milieu ge´ome´trique (alge´brique) rec¸oit une at-
tention conside´rable depuis une cinquantaine d’anne´es. Le premier re´sultat obtenu dans
ce domaine est probablement le the´ore`me de Po´lya (1921) sur la re´currence/transcience
des marches ale´atoires dans Zn (cf. [27]).
Le comportement spectral proprement dit des marches ale´atoires, notamment la
sensibilite´ du spectre aux structures ge´ome´triques (alge´briques) sous-jacentes, a e´te´
e´tudie´ pour la premie`re fois en 1959 par Kesten. Il de´montrait alors le the´ore`me suivant.
The´ore`me 3 (Kesten [33, 34]). Soit Γ un groupe de type fini. On fixe une marche
ale´atoire invariante syme´trique ν˜ sur Γ, dont le support est un syste`me ge´ne´rateur
syme´trique fini de Γ, et on note Dν˜ l’ope´rateur de convolution associe´ a` ν˜, agissant sur
ℓ2(Γ). Alors Dν˜ a un trou spectral si et seulement si Γ est non moyennable.
Ici l’ope´rateur Dν˜ = D
Γ
ν˜,λ est associe´ a` la marche ale´atoire ν˜ et a` la repre´sentation
re´gulie`re gauche λ de Γ sur ℓ2(Γ).
Plus re´cemment, il a e´te´ observe´ par Gromov [25, 24] que l’on dispose d’une car-
acte´risation spectrale, analogue a` celle de Kesten, de la proprie´te´ T de Kazhdan (il s’agit
d’une inﬁme partie du contenu de [25]). Un groupe de type ﬁni Γ muni d’une marche
ale´atoire invariante syme´trique ν˜ dont le support est un syste`me ge´ne´rateur syme´trique
ﬁni de Γ, a la proprie´te´ T de Kazhdan si et seulement si les diﬀusions DΓν˜,pi associe´es
aux repre´sentations unitaires π de Γ ont un trou spectral. Cette caracte´risation, bien
qu’e´le´mentaire, est d’importance fondamentale. Elle permet par exemple de donner une
preuve conceptuelle du « crite`re λ1 > 1/2 » pour la proprie´te´ T (cf. [24, 38]).
2. Une caracte´risation spectrale analogue de la proprie´te´ T de Kazhdan pour les
relations d’e´quivalence mesure´es (et les espaces singuliers) est plus diﬃcile a` obtenir ;
nous ferons notamment un usage important de techniques de´veloppe´es par Connes-
Feldman-Weiss [13] dans le cadre moyennable (un expose´ re´cent et de´taille´ des diﬀe´rents
concepts de moyennabilite´ fait l’objet de [3]). De fac¸on ge´ne´rale, nous devons de´terminer
dans quelle mesure les proprie´te´s spectrales des observables naturellesDν,pi associe´es a`Q
sont sensibles au passage d’une notion de quasi-pe´riodicite´ Q triviale (i.e. d’une notion
de pe´riodicite´) a` une notion de quasi-pe´riodicite´ non triviale — la re´ponse pouvant a
priori de´pendre de la notion de quasi-pe´riodicite´ choisie. Rappelons que, poursuivant
le point de vue de [41], nous nous inte´ressons aux concepts de pe´riodicite´ (type I) et
quasi-pe´riodicite´ (type II et III) qui sont de´crits par les diagrammes suivants.
4
Y˜ Σ˜
Y = Y˜ /Γ
-
Σ = Σ˜/R
-
Q = {⋆}
?
p
ﬀ
Q
?
p
ﬀ
type I type II et III
Sur le diagramme de gauche, Y˜ est un complexe simplicial muni d’une action libre co-
compacte d’un groupe de´nombrable Γ, et l’espace quotient Y est un complexe simplicial
compact. L’application p est triviale et l’espace singulier Q est re´duit a` un point. Sur le
diagramme de droite, Σ˜ est un complexe simplicial Q-pe´riodique. L’ensemble des som-
mets de Σ˜ est une relation d’e´quivalence mesure´e R agissant sur Σ˜, et l’espace quotient
X de Σ˜ par R est un espace bore´lien standard muni d’une structure de lamination par
complexes simpliciaux (et d’une classe de mesure de´termine´e par la mesure invariante
sur Q). L’application p : X → Q est une de´singularisation simpliciale de Q. L’espace
singulier Q a le cardinal du continu.
3. De´crivons plus pre´cise´ment la situation. Le support d’une marche ale´atoire Q-
pe´riodique ν˜ est un graphe Q-pe´riodique Σ˜ et la marche ale´atoire ν associe´e a` ν˜ a
lieu sur la de´singularisation (discre`te) de Q constitue´e des sommets X = Σ(0) ⊂ Σ
de la lamination Σ. Dans le cas des groupes, la pre´sence de l’action cocompacte de Γ
a un caracte`re uniformisant et rame`ne essentiellement les possibilite´s de ﬂuctuations
de donne´es pe´riodiques (invariantes) a` l’ensemble ﬁni X = Y/Γ. Ainsi les donne´es
relatives a` ν˜ (notamment les probabilite´s de transition ν˜(γ → γ′)) sont en nombre
ﬁni. On peut alors facilement, par exemple, de´duire d’informations ponctuelles des
controˆles uniformes sur ces donne´es. Dans le cas quasi-pe´riodique ce n’est plus le cas
— bien qu’on fasse toujours une hypothe`se de type « cocompacite´ » en reque´rant
que ν˜ soit syme´trique borne´e — et il faudra de´terminer si l’on peut s’aﬀranchir de
ces hypothe`ses de coﬁnitude sans entraˆıner de modiﬁcations fondamentales sur les
observations spectrales eﬀectue´es.
Nous verrons notamment que l’une des diﬃculte´s qui se posent provient du fait que,
dans le cas quasi-pe´riodique, des comportements non triviaux peuvent apparaˆıtre sur des
parties (quasi-pe´riodiques) arbitrairement petites de l’espace ; les controˆles uniformes
ont lieu sur une majorite´ de l’espace seulement. Or ces « ﬂuctuations inﬁnite´simales »
peuvent avoir une inﬂuence sur les proprie´te´s spectrales des ope´rateurs Dν,pi (rappelons
que les ope´rateurs Dν,pi agissent sur l’espace de Hilbert des sections de carre´ inte´grable
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L2(X,H) associe´es au champ d’espaces de Hilbert H , ou` la boule unite´ de L2(X,H)
contient des sections a` support arbitrairement petit). La situation est re´miniscente de la
construction des nombres de Betti L2 pour les relations d’e´quivalence [21], ou` l’auteur
introduit des parame`tres de cut-oﬀ sur les homotopies pour en faire des ope´rateurs
borne´s.
4. Conside´rons d’abord le cas le plus simple de la repre´sentation triviale (the´ore`me
1). Un exemple signiﬁcatif pour lequel les ﬂuctuations e´voque´es au paragraphe pre´ce´dent
re´ve`lent eﬀectivement une nature spectrale est donne´ par l’existence de complexes sim-
pliciaux quasi-pe´riodiques contenant ou non des suites de Følner e´vanescentes (cf. [41]).
Plus pre´cise´ment, la pre´sence de suites de Følner e´vanescentes dans le support de ν est
de´tecte´ par l’absence de trou spectral pour la diﬀusion associe´e a` ν et a` la repre´sentation
triviale (que nous avons appele´e « diﬀusion simple »). Cette observation, qui repose
essentiellement sur des techniques de Connes-Feldmann-Weiss [13] et Schmidt [45],
conduit au the´ore`me 1 (cf. §7.).
5. Passons maintenant a` la proprie´te´ T de Kazhdan. Rappelons que, par de´ﬁnition,
une relation d’e´quivalence mesure´e sur un espace de probabilite´ (X,µ) posse`de la pro-
prie´te´ T si la condition suivante est ve´riﬁe´e.
(T)
Toute repre´sentation hilbertienne posse´dant une suite ξn de champs
de vecteurs presque invariante, unitaire au sens ou` ||ξnx ||x = 1 pour
presque tout x ∈ X, posse`de un champ de vecteurs invariant a` support
total.
Nous rappelerons en de´tail la terminologie utilise´e ulte´rieurement ; nous voulons
seulement ici attirer l’attention sur la signiﬁcation de « champs de vecteurs unitaire »
utilise´e dans cette de´ﬁnition. Supposons la relation d’e´quivalence ergodique et ﬁxons-
en une repre´sentation hilbertienne π sur un champ H de base X. Si ξ : X → H est
un champ de vecteurs invariant, l’application x 7→ ||ξx||x est constante. Par suite, si
ξn est une suite presque invariante de champs de vecteurs, on peut espe´rer obtenir un
controˆle sur la variation en x des applications x 7→ ||ξnx ||x, du moins pour n grand, ce
qui permettrait en particulier aﬀaiblir l’hypothe`se ||ξnx ||x = 1 presque suˆrement tout
en conservant une de´ﬁnition identique de proprie´te´ T de Kazhdan.
L’un des re´sultats techniques importants de cet article montre que si l’on sup-
pose qu’il n’y a pas de perte de masse dans la suite presque invariante ξn, alors la
repre´sentation π contient une suite presque invariante unitaire au sens ci-dessus. Plus
pre´cise´ment nous de´montrons l’e´quivalence de la de´ﬁnition pre´ce´dente et de la de´ﬁnition
suivante.
(T)
Toute repre´sentation hilbertienne posse´dant une suite ξn de champs de
vecteurs presque invariante domine´e non triviale, au sens ou` ||ξn||1 = 1
et ||ξnx || 6 g(x) pour une fonction g ∈ L1(X), posse`de un champ de
vecteurs invariant non trivial.
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La de´monstration de ce re´sultat fait l’objet du paragraphe 3. (voir aussi le para-
graphe 4. pour le cas non ergodique).
Une e´laboration des techniques utilise´es pour obtenir cette caracte´risation conduit
alors au the´ore`me suivant, qui relie la notion d’ergodicite´ forte au phe´nome`ne de con-
centration de la mesure, en termes de fonctions 1-lipschitziennes (cf. §5.). (Nous avions
de´ja` constate´ des liens entre ergodicite´ forte et concentration lors de la premie`re partie
de cet article [41, thm. 2].)
De´finition. Soient H un espace de Hilbert et (µn)n une suite de mesures de prob-
abilite´s sur H. On suppose les premiers moments
m1(µn) =
∫
H
||y||dµn(y) 6 C <∞
unifome´ment borne´s par une constante C > 0. Nous dirons que la suite d’espaces
me´triques-mesure´s (H, || · ||, µn) forme une famille de Levy si pour tout ε > 0 on a,
inf
f
µn{|f −m| 6 ε} →n 1,
ou` l’infimum est pris sur les fonctions 1-lipschitziennes f : H → R et m = ∫
H
fdµn
est la valeur moyenne de f .
The´ore`me 4. Soit H un espace de Hilbert. Soit R une relation d’e´quivalence er-
godique sur un espace de probabilite´ (X,µ). Alors R est fortement ergodique si et seule-
ment si pour toute suite presque invariante ξn : X → H pour la repre´sentation triviale
de R dans H, domine´e par une fonction g ∈ L1, la famille (H, || · ||, µn) est une famille
de Levy, ou` µn = ξ
n
∗µ est la pousse´e en avant de µ sur H par le champ ξ
n.
Nous de´montrons ensuite le the´ore`me suivant, dont l’analogue pour les groupes est
bien connu, cf. [28]. Sa de´monstration repose notamment sur la caracte´risation de la
proprie´te´ T de´crite ci-dessus et sur le the´ore`me de concentration pre´ce´dent (thm. 4).
The´ore`me 5. Soit R une relation d’e´quivalence ergodique ayant la proprie´te´ T.
Soit π une repre´sentation de R posse´dant une suite ξn presque invariante telle que
||ξnx ||x 6 g(x) pour une fonction g ∈ L1(X). Il existe quitte a` extraire une suite ζn de
champs invariants domine´s par g tels que
||ξnx − ζnx ||x → 0
pour presque tout x ∈ X.
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Ce the´ore`me permet par exemple de donner une preuve directe du fait que, si
R = Rα est une relation d’e´quivalence obtenue par action libre ergodique pre´servant
une mesure de probabilite´ d’un groupe Γ, alors Γ posse`de la proprie´te´ T si et seulement
si R la posse`de (cf. §5. pour des re´fe´rences concernant ce re´sultat).
6. Nous avons a` pre´sent e´voque´ tous les ingre´dients ne´cessaires pour e´tudier les
aspects spectraux de la proprie´te´ T et ainsi de´montrer le the´ore`me 2. Nous en don-
nons la preuve au paragraphe 7., qui contient e´galement la preuve du the´ore`me 1.
Les de´monstrations utilisent l’ergodicite´ forte comme outil essentiel et ceci a motive´
l’e´criture de la premie`re partie [41] de cet article. Nous renvoyons a` cette premie`re
partie, ainsi qu’a` ses re´fe´rences, pour des rappels sur cette notion (notamment l’article
de Hjorth-Kechris [29]).
—
Concluons par une application des ide´es pre´ce´dentes. Rappelons tout d’abord un
crite`re bien connu, extrait de [49], pour qu’un groupe discret ait la proprie´te´ de Kazh-
dan. On conside`re un groupe de´nombrable de type ﬁni Γ, et on note L le « link » en
l’identite´ de son complexe de Cayley Y , de dimension 2, associe´ a` un syste`me ge´ne´rateur
syme´trique ﬁni (L est le graphe ﬁni donne´ par l’intersection de Y avec une sphe`re de
rayon suﬃsamment petit centre´e en l’identite´). On suppose L connexe.
Crite`re λ1 > 1/2. Si λ1(L) > 1/2, alors Γ posse`de la proprie´te´ T de Kazhdan.
L’hypothe`se λ1 > 1/2 peut eˆtre conside´re´e comme une hypothe`se de « courbure
positive » (cf. [23]), et signiﬁe par de´ﬁnition que la premie`re valeur propre non nulle
du laplacien discret sur L est strictement supe´rieure a` 1/2.
Ce crite`re tire ses origines dans les travaux de Garland [23] sur l’annulation de la
cohomologie (en certains degre´s) de groupes d’automorphismes d’immeubles de Bruhat-
Tits cocompacts. Gromov en a donne´ une preuve nouvelle dans [25], base´e sur l’e´tude
des marches ale´atoires sur les groupes discrets. Poursuivant ces ide´es, nous de´montrons
le re´sultat suivant au paragraphe 8..
The´ore`me 6. Soit Q un espace singulier de type fini, Σ˜ un complexe simplicial
Q-pe´riodique de dimension 2 uniforme´ment localement fini. On fixe une mesure quasi-
invariante µ sur la lamination X des sommets associe´e a` Σ˜ et on conside`re un nombre
re´el δµ > 1 tel que
δ−1µ 6 δ(y, z) 6 δµ
pour presque toute areˆte (y, z) de Σ˜, ou` δ est le cocyle de Radon-Nikodym associe´ a` µ.
On suppose que presque tout link L de Σ˜ est connexe et ve´rifie λ1(L) > λ, ou` λ est un
nombre re´el ve´rifiant
λ > δ3µ/2.
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Alors Q posse`de la proprie´te´ T de Kazhdan.
L’objet de ma note aux comptes-rendus [40] e´tait d’observer que le the´ore`me ci-
dessus est vrai pour les relations d’e´quivalence de type II1, i.e. de traiter le cas δµ = 1
avec les notations du the´ore`me.
—
Je remercie Damien Gaboriau pour son aide constante au cours de l’e´laboration de
ce travail.
Je dois e´galement beaucoup a` E´tienne Ghys, ainsi qu’aux excellentes conditions de
travail dont on be´ne´ﬁcie au sein de l’UMPA.
2. Notations
Les deux parties de cet article (le pre´sent article, et [41]) ont e´te´ e´crites simul-
tane´ment. Pour cette raison il ne nous semble pas indispensable de re´e´crire ici une
pre´sentation ge´ne´rale du contexte qui nous concerne ; nous renvoyons a` la premie`re
partie [41] et aux re´fe´rences pour cela. Contentons nous de rappeler les notations que
nous utiliserons dans la suite.
E´tant donne´ un espace bore´lien standard X muni d’une mesure de probabilite´ sans
atome µ, on dit que le couple (X,µ) est un espace de probabilite´. Soit (X,µ) un espace
de probabilite´. Une relation d’e´quivalence a` classes de´nombrables R sur (X,µ) est
mesure´e si son graphe R ⊂ X ×X est bore´lien et si µ est une mesure quasi-invariante,
au sens ou` le sature´ d’un bore´lien ne´gligeable est ne´gligeable. On note h la mesure
sur R associe´e a` µ et au syste`me de Haar canonique (hx)x∈X de de´compte horizontal.
Explicitement,
h(K) =
∫
X
hx(K)dµ(x) =
∫
X
#Kxdµ(x)
ou` K ⊂ R est une partie bore´lienne et Kx = {(x, y) ∈ K ∩R}. Le symbole h1 de´signe
une mesure de probabilite´ sur R e´quivalente a` h. Les espaces singuliers sont note´s Q
(e.g. Q = X/R) et suppose´s munis d’une mesure transverse invariante Λ. Les lettres
A, B,... sont des parties bore´liennes de X. La lettre K de´signe une partie mesurable
syme´trique de R et est conside´re´e comme une structure simpliciale mesurable sur les
classes (d’une sous-relation) de R. La lettre Σ est attache´e aux complexes simpliciaux
Q-pe´riodiques. La lettre Γ de´signe un groupe de´nombrable.
On notera H les champs mesurables d’espaces de Hilbert se´parables de base X,
et π les repre´sentations unitaires de R sur H . Les champs de vecteurs sur X, i.e. les
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sections de H , sont note´s ξ, ζ ,... Rappelons qu’une repre´sentation unitaire de R sur H
consiste en la donne´e d’une famille d’ope´rateurs unitaires
π(x, y) : Hy → Hx,
(x, y) ∈ R, satisfaisant aux conditions de composition et de mesurabilite´ suivantes :
– π(x, x) = Id et π(x, z) = π(x, y)π(y, z) pour tout x ∼ y ∼ z.
– les coeﬃcients
(x, y) 7→ 〈π(x, y)ξy|ηx〉x
sont mesurables pour tous champs de vecteurs mesurables ξ, η : X → H .
Par exemple, la repre´sentation re´gulie`re de R sur le champ d’espaces de Hilbert
H : x 7→ ℓ2(Rx, hx)
qui a` tout point x ∈ X associe l’espace des fonctions de carre´ inte´grable sur la classe
d’e´quivalence de x (pour la mesure de de´compte horizontal hx),
π(x, y) : ℓ2(Ry)→ ℓ2(Rx)
est de´ﬁnie par π(x, y)f(x, z) = f(y, z).
Nous utiliserons la lettre ν pour les marches ale´atoires sur un graphage de relation
d’equivalence (ν˜ pour les marches ale´atoires sur le graphe quasi-pe´riodique associe´).
Enﬁn, la lettre D de´signe une contraction hilbertienne (e.g. diﬀusion hilbertienne
associe´e a` ν), et E est la fonction e´nergie associe´e. On distingue les e´nergies En associe´es
aux diﬀusions Dn. Les diverses « constantes de diﬀusion » sont note´es κ, λ et cn.
—
Nous utiliserons le re´sultat suivant, extrait de [41].
De´finition. On dit que K posse`de des suites de Følner e´vanescentes relativement
a` µ s’il existe une suite (An) de bore´liens non ne´gligeables de X et une suite (εn) de
nombres re´els convergeant vers 0 telles que
µ(An)→ 0 et µ(∂KAn) 6 εnµ(An).
The´ore`me 7. Soit R une relation d’e´quivalence ergodique de type fini pre´servant
une mesure de probabilite´ µ. Alors R posse`de un quotient moyennable si et seulement
si chacun de ses graphages u.l.f. contient des suites de Følner e´vanescentes.
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3. Un lemme technique
Soit R une relation d’e´quivalence mesure´e sur un espace de probabilite´ (X,µ) et π
une repre´sentation de R sur un champ mesurable d’espaces hilbertiens H de base X.
Dans ce paragraphe nous e´tudions le proble`me de dispersion de masse des champs
presque invariants de π.
De´finition. Soient une partie bore´lienne K ⊂ R et un nombre re´el strictement
positif ε. On dit qu’un champ de vecteurs ξ : X → H (i.e. une section mesurable de
H) est (K, ε)-invariant si
||π(x, y)ξy − ξx|| 6 ε,
pour h-presque tout (x, y) ∈ K.
Lemme 8. Soit h1 une mesure de probabilite´ sur R e´quivalente a` h. Soit (Kn)n
une suite de parties bore´liennes de R. Si h1(Kn) → 1, il existe une suite extraite
Km1 , Km2 , . . . telle que la suite (K
′
i)i>1 de´finie par K
′
i = ∩mj>miKmj soit une approxi-
mation croissante de R (au sens ou` R = ∪iK ′i a` un ne´gligeable pre`s). Si inversement
R = ∪Kn est une approximation croissante de R, alors h1(Kn)→ 1.
De´monstration. Notons An = R\Kn. Par hypothe`se h1(An)→ 0 et, quitte a` extraire,
on peut supposer
∑
h1(An) <∞. Le lemme de Borel-Cantelli montre que h1(lim An) =
0, ou` lim An = ∩i∪n>iAn. Ainsi, en notant K ′i = ∩n>iKn, on obtient h1(K ′i)→ 1, d’ou`
le re´sultat.
Re´ciproquement conside´rons la suite de fonctions indicatrices χKn ∈ L∞(R). Par
hypothe`se elle converge presque suˆrement vers la fonction constante e´gale a` 1 sur R,
et la convergence a lieu dans L1(R, h1) e´galement. 
De´finition. On dit qu’une suite ξn : X → H de champs de vecteurs (Kn, εn)-
invariants est presque invariante si ǫn converge vers 0 et si Kn ⊂ R est croissante et
exhaustive.
Le lemme pre´ce´dent montre qu’une suite de champs (Kn, εn)-invariants telle que
εn → 0 et h1(Kn) → 1 pour une mesure de probabilite´ h1 sur R e´quivalente a` h, est,
quitte a` extraire, une suite presque invariante au sens ci-dessus.
Exemple. Il est facile de voir que toute repre´sentation contient des suites presque
invariantes ξn : X → H de carre´ inte´grable et de norme ||ξn||2 = 1 (en choisissant par
exemple ξn = χAn · ξ/
√
µ(An) ou` µ(An)→ 0 et ξ est un champ unitaire ﬁxe).
Le re´sultat qui suit montre que toute repre´sentation contenant des suites presque
invariantes domine´es de norme 1 contient des sections presque invariantes du ﬁbre´ en
sphe`res unite´s de H .
11
Lemme 9. Soit R une relation d’e´quivalence mesure´e ergodique sur un espace de
probabilite´ (X,µ). On fixe une repre´sentation π de R sur un champ hilbertien H de
base X. Les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes.
i. [48] Pour tout groupe de´nombrable Γ et toute action α de Γ telle que R = Rα,
pour tout ε > 0 et toute partie finie K de Γ, il existe ξ ∈ L∞(X,H) tel que
||ξ||∞ = 1 et
µ{|〈π(x, α(γ)x)ξγx|ξx〉 − 1| > ε} 6 ε
pour tout γ ∈ K.
ii. [37] Il existe une suite presque invariante ξn : X → H de champs de vecteurs
tels que ||ξnx ||x = 1 pour presque tout x ∈ X.
iii. [L∞] Il existe une suite presque invariante ξn ∈ L∞(X,H) de champs de
vecteurs et deux constantes η > 1 et δ > 0 telles que pour tout n
µ{1
η
6 ||ξnx ||x 6 η} > δ.
iv. [Lp, 1 6 p < ∞] Il existe une suite presque invariante ξn ∈ Lp(X,H) de
champs de vecteurs tels que ||ξn||p = 1 et une fonction positive g ∈ Lp(X) telle
que ||ξnx ||x 6 g(x).
La ﬁn du paragraphe est consacre´e a` la de´monstration de ce re´sultat.
Conside´rons une relation d’e´quivalence ergodique R sur un espace de probabilite´
(X,µ) et π une repre´sentation de R sur un champ hilbertien H de base X.
Preuve de i =⇒ ii. Soit Γ un groupe discret et R = Rα la relation d’e´quivalence
associe´e a` une action α de Γ sur (X,µ). Par hypothe`se, e´tant donne´e une exhaustion
Kn de Γ par parties ﬁnies, il existe une suite ξ
n telle que ||ξn||∞ = 1, et une suite An
de bore´liens telle que µ(An) > 1− 1/n, ve´riﬁant,
|〈π(x, γx)ξnγx|ξnx〉 − 1| 6 1/n
presque suˆrement sur An (pour tout γ ∈ Kn). En particulier ||ξnx ||2 > 1 − 1/n sur
An (e ∈ Kn pour n suﬃsamment grand). Soit Fn = graph(Kn) ∩ An × An. On pose
ξ˜nx = ξ
n
x/||ξnx || sur An et ηx ∈ Hx quelconque de norme 1 ailleurs (mesurable). Alors
h1(Fn)→ 1 et, pour (x, y) ∈ Fn, on a
||π(x, y)ξ˜ny − ξ˜nx ||2 6 2|1−
〈π(x, y)ξny |ξnx〉
||ξnx ||||ξny ||
|
6 2 · 1/n+ 1/n
1− 1/n → 0.
Preuve de ii =⇒ i. Soit Γ un groupe discret et R = Rα la relation d’e´quivalence
associe´e a` une action α de Γ sur (X,µ). Soit K une partie ﬁnie de Γ et ε > 0 ; comme
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h1(graph(K)\Fn)→ 0, l’ensemble
An = {x ∈ X, ∃γ ∈ K, (x, γx) /∈ Fn} →µ 0.
En eﬀet (prh)∗(h1|graph(γ)) et µ sont e´quivalentes pour tout γ ∈ Γ, ou` prh(x, y) = x est
la projection horizontale. Par hypothe`se sur X\An, ||π(x, γx)ξnγx− ξnx || 6 εn pour tout
γ ∈ K. Notons zn(x, y) = 〈π(x, y)ξny |ξnx〉 ∈ C, de sorte que
µ{x ∈ X, 2− 2Re zn(x, γx) > εn} 6 µ(An)→ 0,
pour tout γ ∈ K. Comme |zn(x, y)| 6 1 presque suˆrement sur R, on a donc
µ{x ∈ X, |1− zn(x, γx)| > ε/2} → 0,
d’ou` le re´sultat.
Preuve de iii =⇒ ii. Fixons deux constantes η > 1 et δ > 0 et supposons qu’il
existe une suite ξn ∈ L∞(X,H) de champs de vecteurs mesurables presque invariants
telle que
µ{1
η
6 ||ξnx ||x 6 η} > δ.
Conside´rons l’espace E des suites de couples (ξn, αn)n forme´s d’un champ de vecteurs
et d’un nombre re´el positif telles que :
- il existe une suite Kn de R et une suite de´croissante εn de nombre re´els positifs
telles que ξn soit (Kn, εn)-invariante, avec h1(Kn)→ 1 et εn → 0.
- αn soit une suite de´croissante de nombres re´els tendant vers 0.
- µ(An) soit une suite convergente, ou`
An = {1
η
− αn 6 ||ξnx ||x 6 η + αn}.
On conside`re l’application E → R de´ﬁnie par
Ψ : (ξn, αn)n 7→ limµ(An),
et on note δ = supΨ(E) 6 1. Par hypothe`se δ > 0. Montrons que δ = 1.
Il existe par proce´de´ diagonal un e´le´ment de E , disons (ξn, αn)n, tel que µ(An)→ δ.
Notons Cn = ((An ×X ∪X × An)\An ×An) ∩ R.
Supposons qu’il existe une suite extraite (ξni, αni) telle que h1(Cni) > c pour un
nombre re´el c > 0. Alors il existe quitte a` extraire un nombre c′ > 0 tel que µ(prh(Cni∩
X × Ani)) > c′ ou µ(prv(Cni ∩ Ani × X)) > c′. Rappelons que prh : R → X est la
projection horizontale de´ﬁnie par prh(x, y) = x (et prv(x, y) = y la projection verticale).
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Notons que (quitte a` extraire une seconde fois) la suite σ = (ξni, αni+εni)ni appartient
a` E . Or
Aσni = {
1
η
− αni − εni 6 ||ξnix ||x 6 η + αni + εni}
contient prh((Cni∩X×Ani)∩Kni) et prv((Cni∩Ani×X)∩Kni). Comme h1(Kni)→ 1,
on a h1(Cni\Kni)→ 0 donc µ(prh((Cni ∩X×Ani)∩Kni)) > c′/2 ou µ(prv((Cni ∩Ani×
X) ∩Kni)) > c′/2 pour ni grand. Ceci contredit la maximalite´ de δ.
Par suite h1(Cn)→ 0.
Soit ϕ ∈ [R] un isomorphisme de R. Notons que (prh)∗(h1|graph(ϕ−1)) ∼ µ. Donc
µ(ϕAn\An) = µ{x ∈ ϕAn | x /∈ An} ∼ h1({(ϕx, x), x ∈ An} ∩ Cn) 6 h1(Cn)→ 0.
(On dit que (An) est asymptotiquement invariante.) Il en re´sulte que toute limite faible
de la suite χAn ∈ L∞(X) est constante (par ergodicite´), et on a donc
limµ(An ∩ C)− µ(An)µ(C) = 0
pour tout bore´lien C ⊂ X ([14, 31, page 95]). Par suite pour tout n on a
lim
m
µ(An ∩ Am) = µ(An)δ > 0.
Supposons δ < 1 et conside´rons, e´tant donne´ n, un entier m = m(n) > n suﬃsament
grand pour que
|µ(An ∩Am)− µ(An)δ| 6 1
n
et
|h1(Kn ∩Km)− h1(Kn)| 6 1
n
.
Construisons alors une suite σ ∈ E de la fac¸on suivante. Pour tout n on pose ξnσ = ξn sur
An et ξ
n
σ = ξ
m(n) sur Am(n)\An (et 0 ailleurs). Alors σ = (ξnσ , αn) ∈ E . En eﬀet il suﬃt
de choisir εσn = εn et K
σ
n = Kn∩Km(n)\Cn∪Cm(n). Par ailleurs limµ(Aσn) = 2δ−δ
2
> δ,
d’ou` une contradiction.
Finalement δ = 1. Conside´rons alors la suite ξ˜n de´ﬁnie par ξ˜
n
x = ξ
n
x/||ξnx || sur An et
ξ˜x ∈ Hx quelconque de norme 1 ailleurs (mesurable). Notons K˜n = Kn ∩ (An × An).
Alors h1(K˜n)→ 1, et ξ˜n est (K˜n, η · εn)-invariant.
Preuve de iv =⇒ iii. Soit p ∈ [1,∞[. Soit η > 3 suﬃsament grand pour que la norme
de gp restreinte a` A = {g > η} soit 6 1/2. Alors, en notant An = { 1η 6 ||ξnx ||x 6 η},
on a
1 = ||ξn||pp =
∫
An
||ξn||p +
∫
X\An
||ξn||p 6 ηpµ(An) + 1/2 + 1
ηp
µ(X\An)
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donc
µ(An) >
ηp − 2
2η2p − 2 .
Conside´rons alors une suite cn de nombres re´els > η de sorte que µ(Cn) → 1 ou`
Cn = {||ξn|| 6 cn}. Soit ξ˜n = ξn|Cn et K˜n = Kn ∩ Cn × Cn. Alors ξ˜n ∈ L∞ est une suite
(K˜n, εn)-invariante satisfaisant aux hypothe`ses de iii.
Enﬁn ii =⇒ iv est trivial.
Remarque. Notons que si R n’est pas ergodique, ii et iii ne sont pas e´quivalentes,
comme le montre l’exemple e´le´mentaire d’une relation d’e´quivalence obtenue comme
re´union disjointe de deux relations ergodiques, dont l’une est munie d’une repre´sentation
sans champ presque invariant et l’autre d’une repre´sentation ayant des champs presque
invariants unitaires au sens du lemme.
Le lemme suivant re´unit quelques faits ge´ne´raux utilise´s au cours de la de´monstration
ci-dessus.
Lemme 10. Soit R une relation d’e´quivalence mesure´e sur un espace de probabilite´
(X,µ) et h la mesure de de´compte horizontal sur R associe´e a` µ. Soit Γ un groupe
de´nombrable et α une action de Γ telle que R = Rα.
– Si h1, h
′
1 sont deux mesures de probabilite´ sur R e´quivalentes a` h, alors
h1(Kn)→ 1⇐⇒ h′1(Kn)→ 1,
ou` (Kn) est une suite de parties bore´liennes de R.
– Soit (Fn) une suite croissante de parties de Γ. Soit Kn = α(Fn) ⊂ R la re´union
des graphes des e´le´ments de Fn. Alors (Fn) est une suite exhaustive de Γ si et
seulement si h1(Kn)→ 1.
– Soient (An), (Bn) deux suites de parties bore´liennes de X. Alors
µ(An)→ 1 et µ(Bn)→ 1⇐⇒ h1(An ×Bn ∩R)→ 1.
– Soit h1 une mesure de probabilite´ sur R e´quivalente a` h. Soit F ⊂ R une par-
tie bore´lienne telle que h(F ) < ∞. On conside`re une suite Fn ⊂ R de parties
bore´liennes telle que h1(Fn)→ 1. Alors h(F\Fn)→ 0.
De´monstration. Rappelons que si h et h′ sont deux mesures ﬁnies telles que h ≪ h′
sur un espace bore´lien standard, alors h′(An)→ 0 =⇒ h(An) → 0 pour toute suite de
bore´liens An. Ceci de´montre la premie`re aﬃrmation. La seconde est triviale. Pour la
troisie`me, notons que (pv)∗(h1) et µ sont e´quivalentes, donc µ(An)→ 1⇐⇒ h1(An×X∩
R)→ 1. Or h1(An×X∩X×Bn∩R)→ 1⇐⇒ h1(An×X∩R)→ 1 et h1(X×Bn∩R)→ 1.
Pour la dernie`re aﬃrmation on a h1(R\Fn)→ 0, donc h1(F\Fn)→ 0. Comme h|F ≪ h1,
on a e´galement h(F\Fn)→ 0. 
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Terminons enﬁn par une variation, pour re´fe´rences ulte´rieures, sur le de´but de l’im-
plication iii =⇒ ii du lemme 9.
Lemme 11. Soit R une relation d’e´quivalence mesure´e sur un espace de probabilite´
(X,µ). On fixe une repre´sentation π de R sur un champ hilbertien H de base X. E´tant
donne´s un champ mesurable C = (Cx)x∈X de parties mesurables de H et un nombre
re´el positif α, on note Cα le champ mesurable qui a` x ∈ X associe le α-voisinage (Cx)α
de Cx dans Hx.
Soient (ξn)n>0 une suite presque invariante de champs de vecteurs et (C
n)n>0 une
suite de champs mesurables et invariants (i.e. stable par π) de parties mesurables de H.
Il existe une suite extraite (ξm1 , ξm2, . . .) de (ξn) et une suite de´croissante (αm1 , αm2 , . . .)
de nombres re´els convergeant vers 0, de sorte que la suite (Ami) de´finie par
Ami = {ξmix ∈ (Cmix )αmi}
soit asymptotiquement invariante.
De´monstration. Reprenons la demonstration du lemme 9. Conside´rons l’espace E des
suites de couples (ξm, αm)m forme´s d’un champ de vecteurs et d’un nombre re´el positif
telles que :
- ξm est une suite extraite de la suite presque invariante ξn,
- αm est une suite de´croissante de nombres re´els tendant vers 0,
- µ(Am) soit une suite convergente, ou`
Am = {ξmx ∈ (Cmx )αm}.
On conside`re encore l’application Ψ : E → R de´ﬁnie par (ξm, αm)m 7→ limµ(Am), et
on note δ = supΨ(E) 6 1. Si δ = 0 ou δ = 1 le re´sultat est clair. Sinon il existe par
proce´de´ diagonal un e´le´ment de E , disons (ξm, αm)m, tel que µ(Am)→ δ ∈]0, 1[. Notons
En = ((An×X ∪X ×An)\An×An)∩R. On montre de meˆme que dans le lemme 9 en
conside´rant la suite σ = (ξm, αm + εm)m que s’il existe une suite extraite (ξ
mi , αmi) de
(ξm, αm)m telle que h1(Emi) > c pour un nombre re´el c > 0 alors lim µ(A
σ
mi
) > δ ou`
Aσmi = {ξmix ∈ (Cmix )αmi+εmi}.
Par suite h1(Em)→ 0 et il en re´sulte que Am est asymptotiquement invariante. 
4. La proprie´te´ T de Kazhdan
La proprie´te´ T pour les groupes localement compacts a e´te´ introduite par Kazhdan
[32] en 1967. Nous ne ferons ici que rappeler la de´ﬁnition donne´e par Kazhdan, renvoy-
ant a` [28, 47, 7] pour des de´tails. Nous adaptons ensuite cette de´ﬁnition aux espaces
mesure´s singuliers.
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1. Le cas des groupes. Soit Γ un groupe localement compact.
On dit qu’une repre´sentation unitaire π de Γ sur un espace de Hilbert H posse`de
presque des vecteurs invariants s’il existe une suite ξn de vecteurs de norme 1, une suite
exhaustive croissante Sn de parties compactes de Γ, et une suite εn de nombres re´els
tendant vers 0, telles que
||π(s)ξn − ξn|| 6 εn, ∀s ∈ Sn.
On dit qu’un vecteur ξ est invariant si π(s)ξ = ξ pour tout s ∈ Γ.
De´finition ([32]). On dit que Γ a la proprie´te´ T de Kazhdan si toute repre´sentation
fortement continue ayant presque des vecteurs invariants a des vecteurs invariants non
nuls.
Exemples de groupes de Kazhdan. Kazhdan [32] a montre´ que SL3(Z) posse`de la
proprie´te´ T, de meˆme que les re´seaux d’un groupe de Lie simple de rang re´el supe´rieur
a` 2. Les re´seaux de SL2(R) ne l’ont pas alors que les re´seaux de Sp(1, n) l’ont [28, 25].
De plus, la proprie´te´ T est ge´ne´rique dans « l’adhe´rence » de groupes hyperboliques,
cf. [10], ainsi que pour certains mode`les statistiques de groupes ale´atoires, cf. [50, 25].
Enﬁn rappelons qu’il existe un crite`re ge´ome´trique local, portant sur la « courbure p-
adique » [23] d’un polye`dre ﬁni, qui permet d’en de´duire la proprie´te´ T pour son groupe
fondamental. Voici quelques re´fe´rences a` ce propos : [23, 8, 49, 4, 9, 25, 24, 50] — dont
l’article original de Garland et l’e´nonce´ bien connu de Z˙uk concernant spe´ciﬁquement
la proprie´te´ T (que nous avons rappele´ en introduction). Notons que ce crite`re s’e´tend
aux actions propres cocompactes [46], et s’applique ainsi a` SL3(Qp) dont le classiﬁant
propre, son immeuble de Bruhat-Tits, est l’exemple canonique de polye`dre satisfaisant
a` ce crite`re. (cf. e´galement §8.)
2. Le cas des relations d’e´quivalence. L’existence de repre´sentations hilberti-
ennes inte´ressantes pour les relations d’e´quivalence mesure´es s’accompagne d’une no-
tion de proprie´te´ T, qui fut introduite par Moore et Zimmer au de´but des anne´es 1980
(cf. [48, 37] et §3.). La de´ﬁnition est la suivante.
Soit R une relation d’e´quivalence mesure´e sur un espace de probabilite´ (X,µ). On
dit qu’une repre´sentation π de R sur un champ hilbertien H contient presque des
champs invariants s’il existe une suite ξn de champs de vecteurs tels que ||ξnx || = 1
pour presque tout x ∈ X, une suite exhaustive croissante (Kn) de R, et une suite (εn)
de nombres re´els tendant vers 0, telles que
||π(x, y)ξny − ξnx || 6 εn, ∀(x, y) ∈ Kn.
On dit qu’un champ de vecteurs ξ est invariant si π(x, y)ξy = ξx pour presque tout
(x, y) ∈ R.
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De´finition. On dit que R posse`de la proprie´te´ T de Kazhdan si toute repre´sentation
unitaire ayant presque des champs invariants posse`de un champ invariant ξ tel que
||ξx|| = 1 pour presque tout x ∈ X.
Remarquons que cette proprie´te´ ne de´pend que de la classe de µ.
De´finition. On dit qu’un espace singulier Q posse`de la proprie´te´ T si toutes ses
de´singularisations discre`tes la posse`dent.
Proposition 12. La proprie´te´ T de Kazhdan est un invariant d’isomorphisme sta-
ble de relations d’e´quivalence mesure´es.
De´monstration. Soit R une relation d’e´quivalence mesure´e sur X et S la relation
obtenue par restriction a` un bore´lien Y de X rencontrant presque toutes les orbites de
R.
Supposons que S posse`de la proprie´te´ T. Soit π une repre´sentation de R sur H
et ξn une suite de champs unitaires presque invariants. On note HY la restriction de
H a` Y et πS la restriction de π a` S (agissant sur HY ). Alors (ξn)|Y est une suite de
champs unitaires πS-presque invariant. Comme S a la proprie´te´ T, il existe un champ
ξ : Y → HY unitaire invariant par πS. De´ﬁnissons ξ : X → H par
ξx = π(x, y)ξy
pour (x, y) ∈ R tel que x /∈ Y et y ∈ Y . Comme ξ est πS-invariant, ξ est de´ﬁni sans
ambiguite´. Il est π-invariant par de´ﬁnition.
Re´ciproquement soit π une repre´sentation de S sur un champ H de base Y . Fixons
une partition bore´lienne Y1 = Y, Y2, . . . de X et une famille ϕ2, ϕ3, . . . d’isomorphismes
partiels de R surjectifs ϕi : Y ։ Yi. Notons ϕ1 : Y → Y l’identite´ de Y . On de´ﬁnit un
champ hilbertien H de base X en associant a` tout y ∈ Yi l’espace de Hilbert Hϕ−1i y et
l’expression
π(x, y) = π(ϕ−1i x, ϕ
−1
j y),
ou` x ∈ Yi et y ∈ Yj, de´ﬁnit une repre´sentation de R sur H. Une section ξ de H s’e´tend
a` H en posant ξy = ξϕ−1
i
y, y ∈ Yi. Soit ξn une suite (Kn, εn)-invariante de champs
unitaires sur Y , ou` (Kn) est une suite croissante exhaustive de S et εn → 0. On obtient
en notant
Kn = ∐i,jϕi,j(Kn),
ou` ϕi,j(x, y) = (ϕix, ϕjy), une suite croissante exhaustive de R. De plus ξ
n
est une
suite (Kn, εn)-invariante pour π. Si alors R posse`de la proprie´te´ T, il existe un champ
invariant unitaire ξ, et sa restriction a` Y est un champ unitaire π-invariant. 
Ainsi la proprie´te´ T est un exemple de « parame`tre de quasi-pe´riodicite´ », suivant
le point de vue de [41].
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3. Une caracte´risation des espaces de Kazhdan. Les re´sultats du paragraphe
3. (Lemme 9) montrent qu’il est possible pour les relations ergodiques de caracte´riser
la proprie´te´ T en termes de champs presque invariants domine´s. Dans ce paragraphe
nous e´nonc¸ons explicitement ce re´sultat, en l’e´tendant aux relations d’e´quivalence non
ergodiques. (Voir e´galement la remarque suivant le lemme 9.)
Soit H un champ mesurable d’espace de Hilbert sur un espace de probabilite´ (X,µ).
On dit qu’un champ de vecteurs sur X est a` support total si son support {ξx 6= 0} est
de mesure 1, et qu’il est non trivial si son support est de mesure non nulle.
The´ore`me 13. Une relation d’e´quivalence mesure´e posse`de la proprie´te´ T de Kazh-
dan si et seulement si chacune de ses repre´sentations hilbertiennes qui posse`de une suite
presque invariante de champs de vecteurs, non triviale au sens du lemme 9, iii ou iv,
contient des champs invariants non triviaux.
De´monstration. Supposons d’abord que la conclusion soit vraie et montrons que R
posse`de la proprie´te´ T. Soit π une repre´sentation contenant une suite ξn presque in-
variante, non triviale au sens ii. Elle l’est donc au sens iii (ou iv) et il existe un champ
invariant non trivial ξ. Son support, disons Ω, est invariant (et non ne´gligeable). En
conside´rant la repre´sentation coincidant avec π sur X\Ω et indentiquement nulle sur Ω,
on obtient une nouvelle repre´sentation de R contenant presque des champs invariants
au sens iii (ou iv). Il existe donc un champ invariant qui prolonge ξ a` un bore´lien non
ne´gligeable de X\Ω ; a` l’aide du lemme de Zorn, on construit ainsi facilement un champ
invariant pour π a` support total.
Re´ciproquement supposons que R ait la proprie´te´ T. Reprenons la de´monstration
iii =⇒ ii du lemme 9. Avec des notations identiques, on obtient pour η > 1 une suite
asymptotiquement invariante
An = {1
η
− αn 6 ||ξn|| 6 η + αn}
associe´e a` une suite ξn presque invariante non triviale au sens iii, telle que
µ(An)→n δ > 0.
Soit
(R, µ, h) =
∫
Z
(Rz, µz, h
z)dµZ(z)
la de´sinte´gration de R en composante ergodique [17]. Ainsi pour µZ-presque tout z ∈ Z,
Rz est une relation d’e´quivalence µz-ergodique sur un espace bore´lien standard Y , et
R est isomorphe a` la relation (z, y) ∼ (z′, y′) si et seulement si z = z′ et yRzy′ sur
Z × Y . Par ergodicite´, toute limite faible de la suite χAn ∈ L∞(X) est une fonction
ne de´pendant que de z ∈ Z. Conside´rons une telle fonction, disons δ˜ : X → [0, 1],
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et supposons quitte a` extraire que χAn converge faiblement vers δ˜. Notons Ω = {z ∈
Z, δ˜z 6= 0} (non ne´gligeable) et A˜n = An ∩ Ω × Y (ainsi µ(An\A˜n) → 0). On a, pour
tout n ﬁxe´,
lim
m
µ(A˜n ∩ A˜m) =
∫
A˜n
δ˜zdµZ(z).
Supposons qu’il existe un bore´lien Ω′ ⊂ Ω non trivial sur lequel δ˜z < 1 et conside´rons,
e´tant donne´ n, un entier m = m(n) > n suﬃsament grand pour que
|µ(A˜n ∩ A˜m)−
∫
A˜n
δ˜zdµZ(z)| 6 1
n
et
|h1(Kn ∩Km)− h1(Kn)| 6 1
n
.
Construisons alors une suite σ ∈ E de la fac¸on suivante. E´tant donne´ n on pose, pour
tout z /∈ Ω, ξnσ(z, y) = 0, pour tout z ∈ Ω\Ω′, ξnσ(z) = ξnz , et pour tout z ∈ Ω′,
ξnσ(z) = ξ
n
z sur A˜
z
n et ξ
n
σ (z) = ξ
m(n)
z sur A˜zm(n)\A˜zn (et 0 sur Y \A˜zn ∪ A˜zm(n)). Alors
σ = (ξnσ , αn) ∈ E . En eﬀet il suﬃt de choisir εσn = εn et Kσn = Kn ∩Km(n)\Cn ∪ Cm(n).
Par ailleurs
limµ(Aσn) = 2δ −
∫
Ω
δ˜2zdµZ(z) > δ
d’ou` une contradiction. Par suite δ˜ = 1 presque surement sur Ω.
Conside´rons alors la repre´sentation π˜ de R coincidant avec π sur Ω × Y et e´gale
a` la repre´sentation trivial sur le champ constant C de base Z\Ω× Y ⊂ X. Soit ξ˜n la
suite de´ﬁnie par ξ˜ix = 1 si x ∈ Z\Ω × Y , ξ˜ix = ξix/||ξix|| sur A˜n ⊂ Ω × Y et ηx ∈ Hx
quelconque de norme 1 ailleurs (mesurable). Notons K˜n = (Kn ∩ (A˜n × A˜n))∐ R|X\Ω.
Alors h1(K˜n) → 1, et ξ˜i est un champ (K˜n, η · εn)-invariant au sens ii pour π˜. Par
suite π˜ admet un champ invariant a` support total, et ce champ restreint a` Ω × Y est
invariant non trivial pour π. 
5. Quelques proprie´te´s des espaces de Kazhdan
1. Existence d’une mesure invariante. Les espaces singuliers ayant la proprie´te´
T de Kazhdan sont, comme l’a montre´ Zimmer, de type II. Plus ge´ne´ralement, le pre-
mier groupe de cohomologie H1(R,R) a` coeﬃcients re´els d’une relation d’e´quivalence
ayant la proprie´te´ T est trivial (cf. [37, 48]). (On renvoie ici a` [30] et [2].)
Proposition 14 (Zimmer). Soit R une relation d’e´quivalence sur un espace de
probabilite´ (X,µ) ayant la proprie´te´ T de Kazhdan. Il existe une mesure σ-finie sur X
e´quivalente a` µ et invariante par R.
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Corollaire 15. Un espace singulier ayant la proprie´te´ T est de type II.
2. Approximations. L’un des re´sultats fondamentaux de l’article de Kazhdan
[32] est le fait que tout groupe de´nombrable ayant la proprie´te´ T est de type ﬁni.
(Ainsi les re´seaux d’un groupe de Lie de rang supe´rieur sont de type ﬁni.) Cet e´nonce´
a e´te´ adapte´ par Moore [37] aux relations d’e´quivalence mesure´es (modulo de le´ge`res
imperfections que nous rectiﬁons ci-dessous).
Proposition 16. Toute approximation croissante d’une relation d’e´quivalence R
ayant la proprie´te´ T est, a` isomorphisme stable pre`s, constante a` partir d’un certain
rang.
Plus pre´cise´ment, si Rn ⊂ R est une suite croissante et exhaustive de sous-relations
de R, alors il existe un entier N et un bore´lien RN -invariant non trivial sur lequel R
et RN co¨ıncident.
De´monstration. Soient R une relation d’e´quivalence ayant la proprie´te´ T et Rn une
approximation de R au sens ci-dessus. Conside´rons pour tout x ∈ X l’espace de
Hilbert Hnx des fonctions de carre´ sommable de´ﬁnies sur les Rn-classes de l’orbite
R.x (i.e. les fonctions ξ : Rx → C telles que ξ(x, y) = ξ(x, z) si (y, z) ∈ Rn et∑
(y,z)∈Rx/Rxn
|ξ(y, z)|2 <∞) et notons Hn le champ mesurable associe´ aux espaces Hnx .
L’action re´gulie`re de R sur elle-meˆme qui permute les ﬁbres horizontales (y, x)(x, z) =
(y, z) induit une repre´sentation πn de R sur H
n. Le champ χn : x 7→ 1Rxn ∈ Hn est
invariant par πn(Rn).
Comme h1(Rn)→ 1, la repre´sentation π = ⊕πn posse`de une suite presque invariante
de champs de vecteurs unitaires. Soit ξ = (ξ1, ξ2, . . .) un champ invariant non trivial.
L’une des composantes ξN est non nulle et comme π est diagonale, ξN est un champ
non trivial invariant par πN(R), i.e. ξ
N de´ﬁnit mesurablement une fonction ξNR.x par
R-orbite. Par construction cette fonction est constante sur les Rn-classes et, e´tant de
carre´ inte´grable, elle atteint son maximum sur un nombre ﬁni de ces classes. De plus,
(Rn) e´tant croissante, il existe un entier k > N et un bore´lien R-invariant Ω ⊂ X non
trivial sur lequel ξNR.x atteint son maximum sur exactement une Rk-classe de chaque
R-classe de Ω. Alors R et Rk co¨ıncident sur le bore´lien (non ne´gligeable) constitue´ par
ces Rk-classes. 
Corollaire 17. Toute approximation croissante de R par des relations ergodiques
est constante a` partir d’un certain rang.
Ce corollaire avait e´galement e´te´ obtenu par Sorin Popa [42].
De meˆme qu’un groupe de Kazhdan est de type ﬁni, on a le re´sultat suivant.
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Corollaire 18. Un espace singulier ergodique ayant la proprie´te´ T de Kazhdan est
de type fini.
De´monstration. Soit Q un espace singulier ergodique ayant la proprie´te´ T (qui est donc
de type II). Soit p : X → Q une de´singularisation discre`te de type II1 de Q et R = Rp
la relation associe´e. Il est bien connu qu’il existe un isomophisme ergodique ϕ ∈ [R].
Nume´rotons une partition de R en isomorphisme partiel et conside´rons l’ensemble
bore´lien Kn ⊂ R constitue´e de ϕ et des n premiers isomorphismes partiels de cette
partition. Soit Rn la relation engendre´e par Kn. E´videmment (Rn) exhauste R. Donc
Rn = R a` ne´gligeable pre`s. 
Observons que tous les exemples connus de relations d’e´quivalence de type II1 ayant
la proprie´te´ T de Kazhdan ont couˆt 1 — ou` le couˆt d’une relation d’e´quivalence de type
II1 est par de´ﬁnition le « 1-covolume » de cette relation, i.e. l’inﬁmum sur les graphages
syme´triques K de cette relation du volume 1
2
h(K) des areˆtes de ces graphages (cf [20]).
Remarque. Les relations arborables admettent des approximations non triviales,
cf. [21, 22]. Par exemple, e´tant donne´ un arborage K d’une relation R, toute suite
croissante Kn ⊂ K non essentiellement constante et exhaustant K de´termine une ap-
proximation non triviale de R. Notons que, la proprie´te´ T e´tant e´videmment stable par
quotient, une relation d’e´quivalence de Kazhdan ne posse`de pas de quotients arborables.
(cf. e´galement [1])
3. Ergodicite´ forte et familles de Levy. Nous avons de´ja` constate´ dans [41]
des liens e´troits entre l’ergodicite´ forte et le phe´nome`ne de concentration de la mesure.
Dans ce paragraphe nous caracte´risons les espaces fortement ergodiques a` l’aide de
familles de Levy qui leurs sont naturellement associe´es.
Notre re´fe´rence pour la concentration de la mesure au sens classique est la mono-
graphie re´cente de Ledoux [35].
Conside´rons d’abord la notion de famille de Levy en termes de fonctions 1-lipschitziennes.
Soit (Y, d, µ) un espace me´trique-mesure´, i.e. un espace me´trique (Y, d) muni d’une
mesure bore´lienne de probabilite´ µ. E´tant donne´e une fonction
f : Y → R
a` valeurs re´elles, on sera plus particulie`rement inte´resse´ par les ine´galite´s de concentra-
tion de f autour d’une valeur m ∈ R, de la forme
µ{|f −m| 6 ε} > δ(ε)
(ou` δ(ε)→ 1 quand ε→∞).
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De´finition. Soit ((Yn, yn), dn, µn)n une suite d’espaces me´triques-mesure´s pointe´s,
ou` yn ∈ Yn est le point base de Yn. On suppose que les premiers moments
m1((Yn, yn), dn, µn) =
∫
Yn
dn(y, yn)dµn(y) 6 C <∞
sont unifome´ment finis (C > 0 fixe´). Nous dirons que ((Yn, yn), dn, µn) forme une
famille de Levy si pour tout ε > 0 on a,
inf
f
µn{|f −m| 6 ε} →n 1,
ou` l’infimum est pris sur les fonctions 1-lipschitziennes f : Yn → R et m =
∫
Yn
fdµn
est la valeur moyenne de f .
Dans la suite nous e´tudierons seulement le cas ou` (Yn, dn) = (H, || · ||) est un espace
de Hilbert ﬁxe, avec l’origine pour point base. On dira dans ce cas qu’une fonction
f : H → R se concentre au voisinage d’une valeur m lorsque
µn{|f −m| 6 ε} →n 1
The´ore`me 19. Soit H un espace de Hilbert. Soit R une relation d’e´quivalence
ergodique sur un espace de probabilite´ (X,µ). Alors R est fortement ergodique si et
seulement si pour toute suite presque invariante ξn : X → H pour la repre´sentation
triviale de R dans H, domine´e par une fonction g ∈ L1, la famille (H, || · ||, µn) est une
famille de Levy, ou` µn = ξ
n
∗µ est la pousse´e en avant de µ sur H.
De´monstration. Supposons d’abord que R soit fortement ergodique et conside´rons une
suite presque invariante domine´e
ξn : X → H.
Soit ε > 0 ﬁxe´. E´tant donne´ un entier n conside´rons une fonction 1-lipschitzienne
fn : H → R telle que
µn{fn −mn > ε} > sup
f
µn{f −
∫
fdµn > ε} − 1/n,
ou` mn =
∫
H
fndµn (et µn = ξ
n
∗µ) et montrons que µn{fn −mn > ε} → 0. Supposons
qu’il existe une suite extraite de (fn), encore note´e (fn), telle que
µn{fn −mn > ε} → δ > 0.
Notons Cn = {fn − mn > ε} ⊂ H et An = {ξnx ∈ Cn} ⊂ X. Les champs constants
x 7→ Cn sont bien suˆr invariant pour la repre´sentation triviale. D’apre`s le lemme 11 il
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existe quitte a` extraire une seconde fois une suite α = (αn) de nombres re´els positifs
convergeant vers 0, de sorte que
Aαn = {ξnx ∈ Cnαn}
soit asymptotiquement invariante, ou` Cnαn est le αn-voisinage de C
n dans H . Comme
R est fortement ergodique, cette suite est triviale, i.e.
µ(Aαn)→n 0 ou 1,
et donc
µ(Aαn)→n 1.
On a alors
mn =
∫
H
fndµn =
∫
Aαn
fnξ
ndµ+
∫
X\Aαn
fnξ
ndµ
> µ(Aαn)(mn + ε− αn)− |
∫
X\Aαn
fnξ
ndµ|
> µ(Aαn)(mn + ε− αn)−
∫
X\Aαn
gdµ− µ(X\Aαn)|fn(0)|,
> µ(Aαn)(mn + ε− αn)−
∫
X\Aαn
gdµ− µ(X\Aαn)(|mn|+ ||g||1),
ou` les ine´galite´s utilisent le fait que fn est 1-lipschitz et la de´ﬁnition de A
α
n. Or |mn|
est par de´ﬁnition borne´ par ||g||1, d’ou` une contradiction pour n grand. En remplac¸ant
fn par −fn on a ﬁnalement,
sup
f
µn{|f −
∫
fdµn| > ε} → 0,
d’ou` le re´sultat.
Re´ciproquement supposons que R ne soit pas fortement ergodique et construisons
une suite asymptotiquement invariante ξn telle que la famille (H, || · ||, µn) associe´e
ne soit pas une famille de Levy. Soit (An) une suite asymptotiquement invariante non
triviale pour R. Soit (en) une suite dense de la sphe`re unite´ de H . (Rappelons que par
convention H est se´parable.) Posons
ξn = χAn · en − µ(An)en,
ou` χAn est la fonction caracte´ristique de An. On ve´riﬁe imme´diatement que (ξ
n) est
une suite presque invariante et domine´e (par la fonction constante 1). Soit η ∈ H un
vecteur unite´. Conside´rons la fonction (1-lipschitz)
ξ 7→ |〈ξ | η〉|.
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Si (H, || · ||, µn) e´tait une famille de Levy on aurait en particulier pour tout ε > 0,
µ{|〈ξnx | η〉| 6 ε} → 1.
Conside´rons une suite extraite de (ξn) (toujours note´e (ξn)) telle que pour la suite (en)
associe´e on ait,
|〈en | η〉| → 1.
On a
|〈ξnx | η〉| = |χAn − µ(An)| · |〈en | η〉|
et donc ∫
X
|〈ξnx | η〉|dµ = 2 · µ(An)(1− µ(An))|〈en | η〉|,
d’ou` une contradiction pour n grand si ε est suﬃsamment petit (ε 6 δ2/3 ou` An est
δ-non triviale). 
4. Proximite´ des champs invariants et presque invariants. L’un des corol-
laires importants des re´sultats techniques du paragraphe 3. est le the´ore`me suivant,
dont l’analogue pe´riodique est bien connu, cf. [28]. La de´monstration de ce the´ore`me
comporte 3 e´tapes (the´ore`me 20, lemme 21, lemme 28).
The´ore`me 20. Soit R une relation d’e´quivalence ergodique de type II1 ayant la
proprie´te´ T. Soit π une repre´sentation de R posse´dant une suite ξn presque invariante
telle que ||ξnx ||x 6 g(x) pour une fonction g ∈ L1(X). Il existe quitte a` extraire une
suite ζn de champs invariants domine´s par g tels que
||ξnx − ζnx ||x → 0
pour presque tout x ∈ X.
De´monstration. Soit ε > 0. Soit π une repre´sentation de R sur un champ hilbertien
H de base X. De´composons H = H t + H˜ en somme orthogonale, ou` H t est le champ
mesurable et stable par π engendre´ par les champs invariants. Conside´rons la famille
Px : Hx → Hx
x ∈ X, de projecteurs orthogonaux sur H˜ . Pout tout (x, y) ∈ R on a
Pxπ(x, y) = π(x, y)Py
Soit ξn une suite presque invariante de champs de vecteurs tels que ||ξnx ||x 6 g(x) avec
g ∈ L1, et ξn = ζn + ξ˜n la de´composition de ξn dans H = H t + H˜ . On a
||π(x, y)ξ˜ny − ξ˜nx || = ||Px(π(x, y)ξny − ξnx )|| 6 ||π(x, y)ξny − ξnx ||,
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donc ξ˜n (et de meˆme ζn) est une suite presque invariante. Par construction, π|H˜ ne
contenant pas de champs presque invariants non triviaux, et puisque ||ξ˜nx ||x 6 g(x),
on a, d’apre`s le the´ore`me 13, ||ξ˜n||1 →n 0, i.e. ||ξ˜nx ||x →n 0 presque suˆrement quitte a`
extraire. Par suite
||ξnx − ζnx ||x → 0
pour presque tout x ∈ X. Soit T un champ d’isomorphismes entrelac¸ant la restriction
π|Ht de π a`H
t et la repre´sentation triviale de R, agissant sur un champ constant X×H1
de base X. Conside´rons le champ de´ﬁni par
ζ˜nx = Tx(ζ
n
x ) ∈ H1.
Alors ζ˜n : X → H1 est une suite presque invariante domine´e. Soit ηn le champ de´ﬁni
par
ηnx = ζ˜
n
x −
∫
X
ζ˜nxdµ.
Le lemme suivant (lemme 21) montre que ηnx → 0 presque suˆrement quitte a` extraire.
Il en re´sulte que
||ξnx − T−1x
∫
X
ζ˜nxdµ||x 6 ||ξnx − ζnx ||x + ||ζ˜nx −
∫
X
ζ˜nxdµ||x → 0
pour presque tout x ∈ X, d’ou` le re´sultat. 
Lemme 21. Soit R une relation d’e´quivalence fortement ergodique sur un espace
de probabilite´ (X,µ). On conside`re une suite (ξn : X → H)n presque invariante pour
la repre´sentation triviale de R sur un espace de Hilbert H, domine´e par une fonction
g ∈ L1(X), et telle que
||
∫
X
ξndµ|| →n 0.
Si H est de dimension finie, ou si R est de type fini et pre´serve la mesure µ, alors il
existe une suite extraite de (ξn) qui converge presque surement vers 0.
De´monstration. Si H est de dimension ﬁni, il s’agit d’un corollaire imme´diat du
the´ore`me 19 de concentration. En eﬀet choisissons pour fonctions lipschitziennes les
fonctions coordonne´es de H (conside´re´ comme espace de Hilbert re´el), qui se concen-
trent au voisinage de 0 du fait que leurs valeurs moyennes tend vers 0. Plus pre´cise´ment
on a
inf
η
µ{|〈ξnx | η〉| 6 ε} →n 1.
ou` η parcourt les vecteurs unite´s de H . Par suite e´tant donne´ ε > 0, on en de´duit (si
H est de dimension ﬁnie) que
µ(Onε )→n 1,
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ou` Onε est l’ensemble des x tels que ξ
n
x est dans la boule de centre 0 et de rayon ε de
H ,
||ξn|| =
∫
Onε
||ξnx ||dµ(x) +
∫
X\Onε
||ξnx ||dµ(x)
6 ε+
∫
X\Onε
gdµ
donc ||ξn|| 6 2ε pour n grand (il en re´sulte quitte a` extraire que ξn converge vers 0
presque suˆrement). Suivant la comparaison de M. Gromov [26, page 141], le phe´nome`ne
concentration concerne a priori principalement les « observables » f : H → Y ou` Y est
un « e´cran » de basse dimension. Pour e´tudier le cas ou` Y est (hilbertien) de dimension
inﬁnie, nous utiliserons des arguments spectraux (lemme 28), ce qui permettra de
conclure la preuve de ce lemme. 
Nous avons donc montre´, modulo le lemme 28, le the´ore`me suivant.
The´ore`me 22. Soit R une relation d’e´quivalence ergodique de type II1 sur un espace
de probabilite´ (X,µ). Alors R posse`de la proprie´te´ T de Kazhdan si et seulement si pour
toute repre´sentation π de R sur un champ hilbertien H de base X et toute suite presque
invariante ξn de H domine´ par une fonction g ∈ L1(X), il existe quitte a` extraire une
suite ζn de champs invariants domine´s par g tels que
||ξnx − ζnx ||x → 0
pour presque tout x ∈ X.
5. Groupes discrets et relations d’e´quivalence. Nous montrons dans ce para-
graphe qu’un groupe discret agissant librement en pre´servant une mesure de prob-
abilite´ posse`de la proprie´te´ T si et seulement si la relation d’e´quivalence engendre´e
la posse`de. Ce re´sultat a e´te´ obtenu par Zimmer, dans le cas des actions faiblement
me´langeantes [48], puis par Popa (par des techniques d’alge`bres de von Neumann [42])
et plus re´cemment par Anantharaman-Delaroche (par des techniques cohomologiques
[2]) dans le cas des actions ergodiques.
The´ore`me 23. Soit R = Rα une relation obtenue par action d’un groupe discret
Γ pre´servant une mesure de probabilite´. Si Γ a la proprie´te´ T, alors R l’a e´galement.
Re´ciproquement si R a la proprie´te´ T, et si l’action α est essentiellement libre et
ergodique, alors Γ l’a e´galement.
De´monstration. Soit Γ un groupe de Kazhdan, R = Rα une relation obtenue par action
de Γ pre´sevant une mesure de probabilite´ µ, et π une repre´sentation de R posse´dant
presque des champs invariants ; alors la repre´sentation π de Γ sur L2(X,H) obtenue en
27
inte´grant π posse`de presque des vecteurs invariants. En eﬀet, soit F ⊂ Γ une partie ﬁnie,
ε > 0, K = {graph(γ−1)}γ∈F ⊂ R, et une suite ξn ∈ L2 de champs (εn, Kn)-invariant
(ou` εn → 0 et Kn est exhaustive croissante) tels que ||ξn||L2 = 1 et ||ξnx || 6 g(x) pour
une fonction positive g ∈ L2. Soit un entier N tel que∫
K\KN
(g(x) + g(y))2dh(x, y) 6 ε2/2
et ε2N 6 ε
2/2. On a pour tout γ ∈ F
||π(γ)ξN − ξN ||22 =
∫
X
||π(x, γ−1x)ξNγ−1x − ξNx ||2dµ(x)
6 ε2/2 +
∫
graph(γ−1)∩KN
||π(x, y)ξN(y)− ξN(x)||2dh(x, y)
6 ε2/2 + ε2N 6 ε
2.
Il existe donc une fonction non triviale ξ ∈ L2(X,H) invariante par Γ (i.e. ve´riﬁant
π(x, γ−1x)ξγ−1x = ξx pour presque tout x ∈ X). Comme Γ engendre R, cette fonction
est invariante pour π et R a la proprie´te´ T.
Re´ciproquement soit π : Γ→ U(H) une repre´sentation de Γ dans H ayant presque
des vecteurs invariants. Soit π˜ la repre´sentation de R sur le champ constant d’espaces
Hx = H et de base X, de´ﬁnie par l’expression
(x, y) 7→ (h ∈ Hy 7→ π(γ−1)h ∈ Hx),
ou` γ est l’unique e´le´ment de Γ ve´riﬁant l’e´quation α(γ)(x) = y (α e´tant suppose´e
libre). Tout vecteur (F, ε)-invariant pour π, disons ξ, de´ﬁnit un champ constant (K, ε)-
invariant pour π˜,
x 7→ ξ
ou` K = {graph(γ−1)}γ∈F . Conside´rons une suite presque invariante pour π et notons
ξn : X → H la suite de champs constants associe´s. R ayant la proprie´te´ T, il existe
une suite (ζn) de champs invariants domine´s tels que ζnx − ξnx → 0 presque suˆrement
(cf. th. 20). Soit
ζn =
∫
X
ζnxdµ(x) =
∑
i
∫
X
〈ζnx | ei〉dµ(x)ei
la valeur moyenne de ζn, ou` (ei) est une base hilbertienne de H . Alors
π(γ)ζn = π(γ)
∫
X
ζndµ =
∫
X
π(γ)ζnxdµ(x) =
∫
X
ζnα(γ)xdµ(x) = ζn
(la deuxie`me ine´galite´ re´sulte de la continuite´ de π(γ) et la dernie`re d’un changement
de variable, µ e´tant invariante). Or
||ζn − ξn|| = ||
∫
X
ζn − ξndµ|| 6
∫
X
||ζn − ξn||dµ→ 0
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donc ζn est non trivial pour n grand. Ainsi Γ a la proprie´te´ T. 
Le re´sultat suivant a e´te´ de´montre´ par Furman [19]. Il re´sulte aussi imme´diatement
du the´ore`me ci-dessus et de l’invariance par isomorphisme stable de la proprie´te´ T pour
les relations d’e´quivalence.
Corollaire 24. La proprie´te´ T est un invariant d’e´quivalence mesurable de groupes
discrets.
Rappelons que deux groupes discrets Γ et Λ sont dit mesurablement e´quivalents
s’il existe un espace bore´lien standard Ω muni d’une mesure σ-ﬁnie h, et des actions
de Γ et Λ sur Ω qui soient libres et commutantes, qui pre´servent la mesure h, et qui
admettent chacune un domaine fondamental de mesure ﬁnie (cette de´ﬁnition est duˆe
a` M. Gromov). Par exemple, deux re´seaux de covolume ﬁni d’un meˆme groupe de Lie
sont mesurablement e´quivalent (agissant par multiplication a` gauche et a` droite).
Deux groupes discrets sont mesurablement e´quivalents si et seulement s’ils admet-
tent deux actions libres de type II1 stablement isomorphes ([19, §2] et [21, §6]).
6. Diffusion hilbertienne et ine´galite´s de Poincare´
Soit H un espace de Hilbert.
E´tant donne´ un ope´rateur hermitien borne´ D sur H de norme 6 1 (contraction),
on conside`re l’ope´rateur positif
∆p = Id−Dp
ou` Id est l’identite´ et p > 1. On note
Ep(ξ) = ED,p(ξ) = 〈∆pξ | ξ〉
l’energie (de Dirichlet) de ξ ∈ H relative a` la diﬀusion ξ 7→ Dpξ.
Les points ﬁxes de la diﬀusion D, i.e. les vecteurs ξ ve´riﬁant Dξ = ξ, sont les
vecteurs dont l’e´nergie E = E1 est nulle.
Exemple (Marche ale´atoire sur la sphe`re hilbertienne S∞ ⊂ H). Soit Γ un groupe
de type ﬁni. On ﬁxe une marche ale´atoire invariante ν sur Γ, de support un syste`me
ge´ne´rateur ﬁni syme´trique S de Γ. Ainsi ν consiste en la donne´e de #S nombres re´els
strictement positifs
ν(e→ s)
de somme 1, qui de´terminent par invariance la probabilite´ ν(γ → sγ) d’aller de γ a` sγ
en 1 pas. On suppose que ν est syme´trique, au sens ou` ν(e→ s) = ν(e→ s−1). Soit π
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une repre´sentation unitaire de Γ sur un espace de Hilbert H . L’ope´rateur
Dν,pi =
∑
S
ν(e→ s)π(s)
de diﬀusion associe´ a` la marche ale´atoire sur la sphe`re unite´ de H est alors hermitien de
norme 6 1, sans point ﬁxe si et seulement si π est sans point ﬁxe (en eﬀet le barycentre
Dν,pi(ξ) des vecteurs unitaires ponde´re´s (π(s)ξ, ν(e→ s)) est de norme 1 si et seulement
si π(s)ξ = ξ pour tout s). Partant d’un vecteur unitaire ξ de H , on se de´place en π(s)ξ
avec probabilite´ ν(e→ s). On note
ν2(γ → γ′) = ν ∗ ν(γ → γ′) =
∑
τ∈Γ
ν(γ → τ)ν(τ → γ′)
la probabilite´ d’aller de γ a` γ′ en 2 pas sur Γ, et de meˆme νn = νn−1 ∗ ν. On a
Dνn,pi = D
n
ν,pi pour les diﬀusions hilbertiennes associe´es a` ν.
Soit D une contraction de H . Rappelons que Sp(D) ⊂ [−1, 1], ou` Sp(D) est le
spectre de D. On note
κ = κD = sup{y ∈ Sp(D), y 6= 1}.
La pre´sence d’un « trou »
λ = 1− κ > 0
dans Sp(D) e´quivaut a` la pre´sence d’un trou (de meˆme taille) dans le spectre des
e´nergies, i.e.
E(ξ) = E1(ξ) > λ > 0,
pour tout ξ ∈ S∞ non ﬁxe.
Ine´galite´ de Dirichlet. Soit D une contraction. Alors κ < 1 si et seulement s’il
existe une constante c∞ <∞ telle que
||ξ − ξ||2 6 c∞E(ξ)
pour tout ξ ∈ H (ou` ξ est la projection orthogonale de ξ sur les points fixes de D). La
valeur optimale de cette constante est c∞ = 1/(1− κ) = 1/λ.
De´finition. Les constantes c∞ et λ sont appele´s constantes de relaxation de la
diffusion D.
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Ine´galite´s de Poincare´. Soit D une contraction. Alors κ < 1 si et seulement s’il
existe n > 2 et une constante cn < n tels que
En(ξ) 6 cnE(ξ)
pour tout ξ ∈ H. L’ine´galite´ cn < n est alors vraie pour tout n > 2. La valeur optimale
de la constante cn est cn = 1 + κ + κ
2 + . . .+ κn−1.
De´monstration. On peut supposer, quitte a` conside´rer l’orthogonal des points ﬁxes,
que D est sans point ﬁxe. L’ine´galite´ revient a` dire que l’ope´rateur ∆T est positif, ou`
∆ = ∆1 = Id−D et T = cn − (Id +D + . . .+Dn−1).
Or ceci est e´quivalent a` la positivite´ de T . En eﬀet ∆ est positif et injectif donc d’image
dense, et en e´crivant ξ = lim
√
∆ξn, on obtient
〈Tξ | ξ〉 = lim
n
〈T
√
∆ξn |
√
∆ξn〉 = lim
n
〈∆Tξn | ξn〉 > 0.
La re´ciproque est e´vidente. On a pour 0 6 κ 6 1,
D 6 κ⇐⇒ Id +D + . . .+Dn−1 6 1 + κ + κ2 + . . .+ κn−1
et κ < 1⇐⇒ 1 + κ+ κ2 + . . .+ κn−1 < n. 
De´finition. Les constantes cn appele´es constantes de Poincare´ de la diffusion D.
Soit Γ un groupe de type ﬁni.
Fixons comme dans l’exemple ci-dessus un syste`me ge´ne´rateur S syme´trique ﬁni
de Γ et ν une marche ale´atoire invariante syme´trique de support S. E´tant donne´e une
repre´sentation π de Γ sur un espace de Hilbert H , on note Dν,pi la marche ale´atoire
associe´e sur S∞ ⊂ H , et κ(ν, π), cn(ν, π) les constantes correspondantes.
Notons que (par des conside´rations barycentriques e´videntes) Γ a la proprie´te´ T si
et seulement si pour toute repre´sentation π, on a
κ(ν, π) < 1.
Les ine´galite´s de Poincare´ et Dirichlet s’e´crivent
cn(ν, π) < n.
On voit alors facilement du fait qu’elles sont atteintes que les constantes κ(ν, π) et
cn(ν, π) sont alors uniformes en π (conside´rer une suite πn de repre´sentations pour
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lesquelles la constante tend vers la valeur maximale et faire la somme directe de ces
repre´sentations). En d’autres termes si l’on note
κ(Γ, ν) = sup
pi
κ(ν, π) et cn(Γ, ν) = sup
pi
cn(ν, π),
alors Γ posse`de la proprie´te´ T de Kazhdan si et seulement si l’une des ine´galite´s
e´quivalentes κ(Γ, ν) < 1 ou cn(Γ, ν) < n est ve´rifie´e (n > 2).
Nous renvoyons a` [25, 24] pour ce qui pre´ce`de.
7. Le point de vue spectral
Le but de ce paragraphe est la de´monstration des the´ore`mes spectraux e´nonce´s au
cours de l’introduction (th. 1 et 2).
1. Marche ale´atoire sur une relation d’e´quivalence. SoitR une relation d’e´qui-
valence mesure´e sur un espace de probabilite´ (X,µ).
Une marche ale´atoire sur (les orbites de) R est la donne´e d’une famille mesurable
de mesures de probabilite´ (νx)x∈X telle que νx soit supporte´e sur l’orbite de x. Plus
pre´cise´ment, ν : R→ [0, 1] est une fonction mesurable de´ﬁnie sur R telle que la somme
de chaque ﬁbre horizontale Rx soit 1. On notera ν(x → y) = ν(x, y). (Observons
que ν s’e´tend naturellement par e´quivariance en une marche ale´atoire ν˜ sur l’ensemble
de´nombrable quasi-pe´riodique R, au sens de [41], en posant ν˜((x, y)→ (x, z)) = ν(y →
z). Nous avons choisi ici de travailler avec ν plutoˆt que ν˜ pour simpliﬁer les notations.)
De´finition. Une marche ale´atoire ν est dite syme´trique relativement a` µ si
ν(x→ y)
√
δ(x, y) = ν(y → x)
√
δ(y, x).
ou` δ est la fonction modulaire de µ.
Rappelons que δ ve´riﬁe l’e´quation
dh(x, y) = δ(x, y)dh−1(x, y),
ou` (y, x) = (x, y)−1 est l’inversion (ainsi h−1 est la mesure de de´compte vertical).
Exemple. Soit R une relation d’e´quivalence mesure´e sur un espace bore´lien standard
(X,µ). Soit K un graphage syme´trique u.l.b. de R. La marche ale´atoire re´gulie`re sur
K est de´ﬁnie par
νK(x→ y) =
√
δ(y, x)∑
(x,y)∈Kx
√
δ(y, x)
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si (x, y) ∈ K et 0 sinon. Elle est syme´trique relativement a` la mesure µ˜ de´ﬁnie par
dµ˜(x) = δ(x)dµ(x)
(e´quivalente a` µ) ou` δ(x) =
∑
(x,y)∈Kx
√
δ(y, x). En eﬀet on a
δ˜(x, y) = δ(x, y)
δ(x)
δ(y)
.
De´finition. On dit qu’une marche ale´atoire ν sur les orbites de R est syme´trique
borne´e si ν est syme´trique relativement a` µ, si son support
K = supp(ν) = {(x, y) ∈ R | ν(x→ y) > 0}
est un graphage syme´trique de R, et s’il existe un nombre re´el η > 0 ve´rifiant ν(x →
y) > η pour presque tout (x, y) ∈ K.
Pour tout graphage syme´trique u.l.b. K de R, la marche ale´atoire re´gulie`re νK as-
socie´e est syme´trique borne´e.
Inte´gration d’une marche ale´atoire a` coefficients dans une repre´sentation. Fixons
une marche ale´atoire ν sur les orbites de R syme´trique relativement a` µ, de support un
graphage syme´trique K de R. E´tant donne´e une repre´sentation π de R sur un champ
d’espaces de Hilbert H de base X, on construit une famille mesurable de marches
ale´atoires ope´rant sur les sections mesurables de H en posant
(Dν,piξ)x =
∑
y∼x
ν(x→ y)π(x, y)ξy.
Cette famille de´ﬁnit un ope´rateur hermitien Dν,pi sur l’espace L
2(X,H) des sections de
carre´ inte´grable sur X ; en eﬀet
〈Dν,piξ | η〉 =
∫
K
〈ν(x→ y)π(x, y)ξy | ηx〉dh(x, y) = 〈ξ | Dν,piη〉.
De plus Dν,pi est borne´ de norme 6 1 du fait que, pour presque tout x,
||(Dν,piξ)x||2x 6
∑
y∼x
ν(x→ y)||ξy||2y.
On obtient ainsi une diﬀusion hilbertienne, dont on note κpi la plus grande valeur spec-
trale non triviale (cf §6.).
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De´finition. On dira que Dν,pi est la diﬀusion hilbertienne associe´e a` ν et π.
Constantes de Poincare´. Si alors ξ ∈ L2(X,H) est un champ de carre´ inte´grable
sur X on note
Epi(ξ) = EDν,pi(ξ) = ||ξ||2 − 〈Dν,piξ | ξ〉
et
Epi,2(ξ) = ED
ν,pi2
(ξ) = ||ξ||2 − ||Dν,piξ||2,
et on appelle (seconde) constante de Poincare´ de π associe´e a` ν la plus petite constante
c2(π) ve´riﬁant
Epi,2(ξ) 6 c2(π)Epi(ξ).
Remarque terminologique. Une diffusion sur un espace X est, au sens de [25], une
application x 7→ νx = ν(x → ·) de X vers les mesures de probabilite´ sur X, e.g. une
marche ale´atoire. Une codiffusion sur un espace H est une application c des mesures
de probabilite´ sur H vers H , telle que l’image d’une mesure de Dirac δξ soit ξ et telle
que c−1(ξ) soit convexe pour tout ξ (cf. [25]). Lorsque H est un espace de Hilbert, la
codiﬀusion naturelle est l’application (aﬃne) de centre de masse
c(ν) =
∫
H
ξdν(ξ).
E´tant donne´e une repre´sentation de R sur un champ hilbertien H , on obtient un
ope´rateur line´aire qui a` un champ de vecteurs ξ associe
x 7→ cx((ξx)∗(νx))
ou` ξ est l’extension e´quivariante de ξ a` (l’ensemble de´nombrable quasi-pe´riodique) R
de´ﬁnie par ξx(y) = π(x, y)ξy pour x ∼ y, et cx est la codiﬀusion naturelle sur Hx.
C’est cet ope´rateur, restreint aux champs de carre´ inte´grable, que nous avons appele´
diﬀusion.
Gradient d’un champ de vecteurs. E´tant donne´ un champ de vecteurs
ξ : X → H
on de´ﬁnit son gradient
dξ : R→ H
par l’expression
dξ(x, y) = π(x, y)ξy − ξx.
Une marche ale´atoire ν sur R de´ﬁnit canoniquement une mesure de probabilite´ hν
sur R par l’expression
hν(K) =
∫
X
∑
y∈Kx
ν(x→ y)dµ(x)
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(ou`K est une partie bore´lienne de R). Si f : R→ H est une fonction de carre´ inte´grable
pour hν on pose
||f ||2ν =
∫
R
||f(x, y)||2dhν(x, y) =
∫
X
∑
(x,y)∈R
||f(x, y)||2ν(x→ y)dµ(x).
Alors pour tout champ ξ ∈ L2(X,H) de carre´ inte´grable, dξ ∈ L2(R,H, hν) et on a
Epi(ξ) =
1
2
||dξ||2ν =
1
2
∫
X
∑
(x,y)∈R
||π(x, y)ξy − ξx||2ν(x→ y)dµ(x)
qui coincide donc avec l’e´nergie locale moyenne
Epi(ξ) =
∫
X
Epi(ξ, x)dµ(x)
ou`
Epi(ξ, x) =
1
2
∑
(x,y)∈R
||π(x, y)ξy − ξx||2ν(x→ y).
2. Caracte´risations spectrales. Commenc¸ons par montrer le lemme suivant.
Lemme 25. Soit R une relation d’e´quivalence ergodique. On fixe une marche
ale´atoire ν syme´trique relativement a` une mesure de probabilite´ µ, dont le support
K engendre R. Soit π une repre´sentation de R.
i. π contient des champs invariants non triviaux si et seulement si Dν,pi a des points
fixes non triviaux.
ii. Si κpi < 1, alors pour toute suite presque invariante ξ
n telle que ||ξnx ||x 6 g(x)
pour une fonction g ∈ L2(X), il existe (a` extraction pre`s) une suite ζn de champs
invariants tels que
||ξnx − ζnx ||x → 0
pour presque tout x ∈ X.
iii. Re´ciproquement, si ν est borne´e, si K ne contient pas de suites de Følner
e´vanescentes (cf. [41]), et si pour toute suite presque invariante ξn telle que ||ξn||2 = 1
et ||ξnx ||x 6 g(x) pour une fonction g ∈ L2(X), il existe (a` extraction pre`s) une suite
ζn de champs invariants tels que
||ξnx − ζnx ||x → 0
pour presque tout x ∈ X, alors κpi < 1.
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De´monstration. i. Soit ξ un champ ﬁxe par Dν,pi. Alors Epi(ξ) = 0, donc π(x, y)ξy = ξx
pour presque tout (x, y) dans K = supp(ν). Comme K engendre R, ξ est un champ
invariant.
ii. Montrons que si la conclusion est fausse, alors κpi = 1. Notons V ⊂ L2(X,H)
l’orthogonal dans L2(X,H) du sous-espace engendre´ par les vecteurs invariants. Par
hypothe`se il existe, quitte a` extraire, une suite ξn ∈ V de champs de vecteurs (εn, Fn)-
invariants (ou` εn → 0 et h1(Fn) → 0) qui soit uniforme´ment borne´e par une fonction
g ∈ L2 et telle que ||ξn||2 = 1. Alors hν(Fn)→ 1 et
Epi(ξn) 6 εn
∫
Fn
ν(x→ y)dh(x, y) +
∫
K\Fn
(g(x) + g(y))2dhν(x, y).
Donc Epi(ξn)→ 0. Ceci entraˆıne que κpi = 1.
iii. Re´ciproquement supposons par l’absurde que κpi = 1 et obtenons une contra-
diction. Conside´rons donc une suite ξn ∈ V de champs de vecteurs X → H , de norme
||ξn||2 = 1, et dont l’e´nergie tend vers 0. Quitte a` extraire on peut supposer cette
suite presque invariante. En eﬀet pour tout k l’e´nergie de ξn relativement a` la marche
ale´atoire en k pas (de support Kk) converge vers 0 avec n, et cette marche e´tant borne´e
pour tout k, on conclut par extraction diagonale.
Fixons η > 1. D’apre`s le lemme 11, il existe quitte a` extraire une suite (ηn) de
nombres re´els convergant vers η (en de´croissant), telle que la suite (An) de´ﬁnie par
An = {1
η n
6 ||ξn|| 6 ηn}.
soit asymptotiquement invariante, et de mesure convergeant vers δ ∈ [0, 1]. Comme K
ne contient pas de suites de Følner e´vanescentes, R est fortement ergodique, donc cette
suite est triviale, i.e. δ = 0 ou 1.
Si δ = 1 on peut modiﬁer la valeur de ξn sur le comple´mentaire de An par un
champ unitaire ηnx ∈ Hx quelconque, et obtenir ainsi une suite ξ˜n presque invariante
et domine´e (par la fonction constante η + 1), dont la norme ne tend pas vers 0, et
est a` distance uniforme´ment < 1 (pour la norme L2) de ξn ∈ V , ou` ||ξn|| = 1. Ceci
contredisant les hypothe`ses, on a δ = 0.
En particulier pour tout η > 1 on obtient µ(Aηn)→ 0, ou`
Aηn = {
1
η
6 ||ξn|| 6 η}
(quitte a` extraire). Par proce´de´ diagonal, on peut donc trouver une suite extraite de
(ξn), encore note´e (ξn), de sorte que µ(An)→ 0, ou`
An = { 1
n
6 ||ξn|| 6 n}.
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Conside´rons la fonction fn de´ﬁnie par
fn(x) = 0 si ||ξnx || 6
1
n
et fn(x) = ||ξnx ||2 sinon.
Ainsi fn ∈ L1(X) et ||fn||1 → 1. (Nous nous ramenons ici a` un argument de Connes-
Feldman-Weiss [13, page 441]). Notons que
L1E(fn) =
∫
X
∑
(x,y)∈R
|fn(y)− fn(x)|ν(x→ y)dµ(x)→ 0.
En eﬀet
L1E(fn) 6
2
n
+
∫
R
(||π(x, y)ξny − ξnx ||)(||ξny ||+ ||ξnx ||)dhν(x, y)
6
2
n
+ 2 ·
√
E(ξn)||ξn||2 → 0
ou` la deuxie`me ine´galite´ re´sulte de l’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz. De´duisons en l’exis-
tence de suites de Følner e´vanescentes dans K. Soit 1a la fonction caracte´ristique de
[a,∞[⊂ R. Pour t, t′ > 0 on a
t =
∫ ∞
0
1a(t)da et |t− t′| =
∫ ∞
0
|1a(t)− 1a(t′)|da.
Soit ε > 0 et n suﬃsament grand pour que
L1E(fn) < ηε||fn||1
et µ{fn = 0} > 1−ε, ou` η > 0 est une constante telle que ν(x→ y) > η sur K. Posons
f = fn. D’apre`s le the´ore`me de Fubini on a, en notant fa = 1a · f ,∫ ∞
0
∫
R
|fa(y)− fa(x)|ν(x→ y)dh(x, y)da < ηε
∫∫
fadhνda.
Conside´rons donc a > 0 tel que∫
R
|fa(y)− fa(x)|ν(x→ y)dh(x, y) < ηε
∫
R
fadhν
et notons Ω = {fa = 1}. On a∫
R
|fa(y)− fa(x)|dhν(x, y) >
∫
Ω
∑
y∼x
|fa(y)− fa(x)|ν(x→ y)dµ(x)
=
∫
X
(∑
x∼y
χΩ(x)ν(y → x)
)
|fa(y)− 1|dµ(y)
=
∫
∂Ω
(∑
x∼y
χΩ(x)ν(y → x)
)
|fa(y)− 1|dµ(y)
> η
∫
∂Ω
|fa(y)− 1|dµ(y)
= ηµ(∂KΩ)
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Ainsi
µ(∂KΩ) < εµ(Ω) et 0 < µ(Ω) 6 ε.
Donc K contient des suites de Følner e´vanescentes, ce qui contredit les hypothe`ses. 
De´finition. Soit Q un espace singulier. On appelle marche ale´atoire Q-pe´riodique
(syme´trique, borne´e) la donne´e d’une de´singularisation discre`te p : X → Q de Q et
d’une marche ale´atoire (syme´trique, borne´e) ν sur les orbites de la relation Rp.
Plus pre´cise´ment, la marche ale´atoire Q-pe´riodique associe´e a` cette donne´e est par
de´finition la marche ale´atoire ν˜ sur l’ensemble de´nombrable Q-pe´riodique Rp de´finie
par
ν((x, y)→ (x, z)) = ν(y → z)
(i.e. ν˜ est l’extension e´quivariante de ν a` Rp).
Remarque. De meˆme que dans [41], ν et ν˜ correspondent aux deux points de vue
transverse et longitudinal pour un meˆme objet.
Passons a` la de´monstration des the´ore`mes spectraux.
De´finition. Soit R une relation d’e´quivalence mesure´e sur un espace de probabilite´
(X,µ), et ν une marche ale´atoire sur cette relation. La diﬀusion simple associe´e ν est
l’ope´rateur de diffusion Dν = Dν,1, agissant sur L
2(X), associe´ a` la repre´sentation
triviale de R.
The´ore`me 26. Soit Q un espace singulier ergodique de type fini. Si Q est de type
II, il posse`de un quotient moyennable si et seulement si les diffusions simples associe´es
aux marches ale´atoires Q-pe´riodiques syme´triques borne´es n’ont pas de trou spectral.
Ce the´ore`me re´sulte imme´diatement des re´sultats de [41] (cf. th. 14) et du the´ore`me
suivant, qui est a` rapprocher des re´sultats obtenus par K. Schmidt dans [45] pour des
actions II1 de groupes de´nombrables (cf. prop. 2.3). Nous renvoyons e´galement ici a`
[29].
The´ore`me 27. Soit K un graphage syme´trique borne´ d’une relation d’e´quivalence
ergodique sur un espace de probabilite´ (X,µ). On note ν = νK la marche ale´atoire as-
socie´e a` K. Alors K contient des suites de Følner e´vanescentes (cf. [41]) si et seulement
si κν = 1.
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De´monstration. Montrons d’abord que si K contient des suites de Følner e´vanescentes,
alors κν = 1. Soit An une suite de Følner dans K et An = An ∐ ∂KAn. Conside´rons
l’espace H des fonctions orthogonales aux constantes. Alors fn = χAn − µ(An) de χAn
sur H est une suite non triviale de points presque ﬁxes pour Dν , cf [45, 43, 29] (cette
observation est duˆe a` K. Schmidt). Explicitement,
〈DKfn | fn〉 =
∫
X
∑
y
χAn(x)χAn(y)ν(x→ y)dµ(x)− µ(An)2 > µ(An)− µ(An)2
et ||fn||2 = µ(An)− µ(An)2.
Re´ciproquement supposons queK ne contienne pas de suites de Følner e´vanescentes,
et montrons que la marche ale´atoire ν associe´e a` K ve´riﬁe κν < 1. Ve´riﬁons les hy-
pothe`ses du lemme 25 (iii.). Soit ξn une suite presque invariante domine´e et ζ
n le champ
de´ﬁni par
ζnx = ξ
n
x −
∫
X
ξnxdµ.
Alors ζn → 0 presque suˆrement quitte a` extraire (cf. lemme 21), et le the´ore`me en
re´sulte. 
Nous pouvons maintenant achever la de´monstration du lemme 21.
Lemme 28. Soit R une relation d’e´quivalence fortement ergodique de type fini sur
un espace de probabilite´ (X,µ). On suppose que µ est une mesure de probabilite´ invari-
ante et on conside`re une suite (ξn : X → H)n presque invariante pour la repre´sentation
triviale de R sur un espace de Hilbert H, domine´e par une fonction g ∈ L1(X), et telle
que
||
∫
X
ξndµ|| →n 0.
Il existe une suite extraite de (ξn) qui converge presque surement vers 0.
De´monstration. Soit ξn une suite presque invariante domine´e. R e´tant une relation
d’e´quivalence de type II1 fortement ergodique de type ﬁni, elle posse`de un graphage
K syme´trique borne´ ne contenant pas de suites de Følner e´vanescentes (cf. [41]). La
marche ale´atoire ν = νK associe´e a` K de´ﬁnit une diﬀusion D = Dν agissant sur L
2(X)
et posse´dant un trou spectral. Soit H un espace de Hilbert et DH = DHν la diﬀusion
associe´e a` la marche ale´atoire ν et la repre´sentation triviale de R sur X ×H . Alors D
posse`de un trou spectral si et seulement si DH en posse`de un (comme on le voit par
exemple a` l’aide des ine´galite´s de Poincare´). Ainsi le lemme 25 ii. montre qu’il existe
(quitte a` extraire) une suite ζn de champs invariants tels que
||ξnx − ζnx ||x → 0
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pour presque tout x ∈ X. Les champs invariants sont essentiellement constants, notons
ζn ∈ H la valeur essentielle de ζn. Alors l’hypothe`se
||
∫
X
ξndµ|| →n 0
entraˆıne que ||ζn||H → 0 et le lemme en re´sulte. 
Concluons ce paragraphe par la preuve du the´ore`me 2. Rappelons que les diﬀu-
sions hilbertiennes associe´es a` une marche ale´atoire ν sur les orbites d’une relation
d’e´quivalence mesure´e sont les ope´rateurs Dν,pi de´ﬁnis au paragraphe pre´ce´dent (as-
socie´s a` chaque repre´sentation hilbertienne π de cette relation d’e´quivalence).
The´ore`me 29. Soit Q un espace singulier ergodique. Alors Q posse`de la proprie´te´
T de Kazhdan si et seulement s’il existe une marche ale´atoire Q-pe´riodique syme´trique
dont les diffusions hilbertiennes posse`dent un trou spectral.
De´monstration. Soit Q un espace singulier ergodique posse´dant la proprie´te´ T. Alors Q
est de type ﬁni et posse´de une de´singularisation de type II1 sur un espace de probabilite´
(X,µ). Cette de´singularisation ayant elle-meˆme la proprie´te´ T, elle posse`de un graphage
K syme´trique u.l.b. ne contenant pas de suites de Følner e´vanescentes. Soit ν = νK la
marche ale´atoire re´gulie`re associe´e a` K, qui est syme´trique borne´e relativement a` µ.
Soit π une repre´sentation de R. Le the´ore`me 20 montre que pour toute suite presque
invariante ξn telle que ||ξnx ||x 6 g(x) pour une fonction g ∈ L2(X), il existe (a` extraction
pre`s) une suite ζn de champs invariants tels que
||ξnx − ζnx ||x → 0
pour presque tout x ∈ X, et d’apre`s le lemme 25 iii., on a κpi < 1.
Re´ciproquement supposons qu’il existe une marche ale´atoire syme´trique sur une
de´singularisation p : X → Q de Q dont les diﬀusions hilbertiennes posse`dent un trou
spectral. Soit π une repre´sentation de Rp contenant une suite ξ
n presque invariante
domine´e telle que ||ξn||2 = 1. Le lemme 25 ii. entraˆıne qu’il existe une suite ζn de
champs invariants tels que
||ξn − ζn||2 → 0.
Comme ||ξn||2 = 1, on obtient ||ζn||2 6= 0 pour n grand, donc π contient des champs
invariants non triviaux. Donc R a la proprie´te´ T (et Q e´galement). 
Remarques. 1 - Observons que si Q posse`de la proprie´te´ T, on peut choisir une
marche ale´atoireQ-pe´riodique satisfaisant a` la conclusion du the´ore`me qui soit syme´trique
borne´e.
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2 - Soient R une relation d’e´quivalence mesure´e et ν une marche ale´atoire sur ses
orbites. On de´ﬁnit
κ(R, ν) = sup
pi
κν,pi,
et de meˆme cn(R, ν). Il re´sulte ainsi du the´ore`me ci-dessus que s’il existe une marche
ale´atoire ν syme´trique borne´e (relativement a` une mesure de probabilite´ µ) telle que
c2(R, ν) < 2, alors R a la proprie´te´ T de Kazhdan (l’hypothe`se d’ergodicite´ n’ayant
pas e´te´ utilise´e pour cette implication). Ce re´sultat sera utilise´ sous cette forme au §8.
qui suit. Notons e´galement que, de meˆme que dans le cas des groupes, les constantes
κν,pi et cn(R, π) sont uniformes en π lorsque R posse´de la proprie´te´ T.
8. Le crite`re λ1 > 1/2
Soit Q un espace singulier. Dans ce paragraphe nous donnons un crite`re, portant sur
la structure locale des complexes simpliciaux Q-pe´riodiques de dimension 2, qui entraˆıne
s’il est satisfait que l’espace singulier Q est un espace de Kazhdan. L’origine de ce crite`re
se situe dans les travaux de Garland sur la cohomologie de groupes d’automorphismes
d’immeubles de Bruhat-Tits cocompacts [23, 8]. Nous reprenons ici la de´monstration
de ce re´sultat donne´e par Gromov [25].
Suivant Garland, cette de´monstration s’eﬀectue en deux e´tapes,
1) l’e´tude spectrale de la ge´ome´trie locale (des « links ») du complexe simplicial.
2) « l’inte´gration » des donne´es spectrales locales en une ine´galite´ de Poincare´
globale entraˆınant la proprie´te´ T (e´tape dite de « ge´ome´trie inte´grale » dans [25]).
Le concept d’e´nergie introduit par Gromov [25] dans ce contexte est essentiel pour
l’e´tape 2 : il est line´aire relativement a` l’ope´ration d’addition (moyennisation) des diﬀu-
sions (i.e. des marches ale´atoires) et, par suite, les ine´galite´s de Poincare´ s’inte`grent. La
premie`re e´tape est classique. Une source importante de polye`dre satisfaisant au crite`re
local est donne´e par certains immeubles de Bruhat-Tits (de rang 2). Les proprie´te´s
spectrales de leurs links (des immeubles sphe´riques) ont e´te´ e´tudie´es par Feit-Higman
[18].
Passons maintenant a` la de´monstration du the´ore`me annonce´ (dont nous rappelons
l’e´nonce´ ci-dessous). La proce´dure de´crite ci-dessus ne´cessite d’e´tudier le comportement
de la marche ale´atoire, sur le complexe simplicial, et sur ses links ; nous commenc¸ons
par les links.
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1. La condition λ1 > 1/2. Soit L un graphe ﬁni non oriente´. On note τ(y) la
valence d’un sommet y dans L. La marche ale´atoire uniforme sur L est donne´e par
ν(y → z) = 1/τ(y)
si (y, z) ∈ L(1) est une areˆte de L et ν(y → z) = 0 sinon. Elle est syme´trique relative-
ment a` la mesure stationnaire µ(y) = τ(y)/2τ , ou` τ est le nombre d’areˆtes de L. En
d’autres termes on a
µ(y)ν(y → z) = µ(z)ν(z → y)
pour tout y, z ∈ X.
On note DL : ℓ
2(L(0), µ)→ ℓ2(L(0), µ) la diﬀusion associe´e, agissant sur les fonctions
complexes de´ﬁnies sur les sommets de L, selon la formule
DLf(y) =
1
τ(y)
∑
z∼y
f(z).
Le produit scalaire sur ℓ2(L(0), µ) est donne´ par
〈f | g〉 =
∑
y∈L
f(y)g(y)µ(y).
DL est un ope´rateur hermitien et le laplacien associe´ ∆L = Id − DL est positif, de
noyau les fonctions constantes (on suppose L connexe).
Le spectre de L est par de´ﬁnition l’ensemble des valeurs propres ∆L. Le trou spectral
de L est la plus petite valeur propre non nulle et se note λ1(L).
Soit H un espace de Hilbert. On e´tend DL en un ope´rateur borne´ encore note´ DL
agissant sur ℓ2(L(0), H, µ). Il est hermitien pour la norme hilbertienne et sans point ﬁxe
sur l’orthogonal des constantes ; sa plus grande valeur propre est encore κ = 1−λ1(L).
Soit ν∞(y → z) = µ(z) la marche ale´atoire stationnaire associe´e a` ν. L’ine´galite´ de
Dirichlet-Poincare´ correspondante s’e´crit
E∞(ξ) 6 c∞E(ξ)
ou`
c∞ = 1 + κ + κ
2 + . . . =
1
λ1(L)
.
En d’autres termes on a,
1
2τ
∑
y,z∈L(0)
||ξz − ξy||2τ(y)τ(z) 6 1
λ1
∑
(y,z)∈L(1)
||ξz − ξy||2,
pour toute fonction ξ ∈ ℓ2(L(0), H, µ).
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2. Ge´ome´trie locale et inte´grale. Soit Q un espace singulier de type ﬁni. On
conside´re un complexe simplicial Q-pe´riodique u.l.f. Σ˜ de dimension 2 et on note Σ→ Q
la de´singularisation simpliciale associe´e a` Σ˜. L’ensemble X des sommets de Σ est un
espace bore´lien standard muni d’une relation d’e´quivalence R a` classes de´nombrables,
qui de´termine une de´singularisation discre`te de Q ; e´tant donne´e une mesure de prob-
abilite´ quasi-invariante µ sur X, on note δ le cocycle de Radon-Nikodym associe´ a`
µ.
De´finition. Le link en un sommet s de Σ est le graphe fini dont les sommets sont
les areˆtes de Σ issues de s et les areˆtes les triangles de Σ issues de s.
The´ore`me 30. Soit Q un espace singulier de type fini, Σ˜ un complexe simplicial
Q-pe´riodique u.l.f. de dimension 2, et Σ la de´singularisation simpliciale associe´e. On
fixe une mesure quasi-invariante µ sur la transversale des sommets X = Σ(0) ⊂ Σ et
on conside`re un nombre re´el δµ > 1 tel que
δ−1µ 6 δ(y, z) 6 δµ
pour presque toute areˆte (y, z) de Σ(1). On suppose que presque tout link L de Σ est
connexe et ve´rifie λ1(L) > λ, ou` λ est un nombre re´el ve´rifiant
λ > δ3µ/2.
Alors Q posse`de la proprie´te´ T de Kazhdan.
De´monstration. On note K ⊂ R le graphage de R associe´ au 1-squelette Σ(1) de Σ. Si
x ∈ X est un sommet de Σ, on note Lx son link dans Σ, et λ1(x) la plus petite valeur
propre non nulle de Lx. Enﬁn, on note τ(y, z) le nombre de triangles de Σ contenant
l’areˆte (y, z) ∈ Σ(1), et τ(x) le nombre de triangles attache´s au sommet x ∈ X dans Σ.
Supposons λ1(x) > λ et conside´rons une repre´sentation π de R. Soit ξ : X → H un
champ de carre´ inte´grable. Par hypothe`se on a, en notant ξ l’extension e´quivariante de
ξ a` R (de´ﬁnie par ξx(y) = π(x, y)ξy pour x ∼R y),
Eνx(ξx) 6
1
λ
Eνx(ξx)
ou` νx(y → z) = 1/τ(x, y) est la marche ale´atoire uniforme sur le graphe ﬁni Lx,
syme´trique relativement a` la mesure stationnaire µx(y) = τ(x, y)/2τ(x), et νx(y →
z) = τ(x, z)/2τ(x) est la marche ale´atoire stationnaire correspondante. Explicitement,
cette ine´galite´ s’e´crit
1
2τ(x)
∑
y,z∈L
(0)
x
||dξ(y, z)||2τ(x, y)τ(x, z) 6 1
λ
∑
(y,z)∈L
(1)
x
||dξ(y, z)||2.
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Par ailleurs on a∫
X
∑
(y,z)∈L
(1)
x
||dξ(y, z)||2dµ(x) =
∫
X
∑
(y,z)∈K
∑
(x,y,z)∈Σ
||dξ(y, z)||2δ(x, y)dµ(y)
=
∫
X
∑
(y,z)∈K
||dξ(y, z)||2τδ(y, z)dµ(y)
ou`
τδ(y, z) =
∑
(x,y,z)∈Σ
δ(x, y)
(la somme porte sur les triangles contenant (y, z)), et∫
X
1
2τ(x)
∑
y,z∈L
(0)
x
||dξ(y, z)||2τ(x, y)τ(x, z)dµ(x)
=
∫
X
∑
z∼y
||dξ(y, z)||2
∑
L
(0)
x ∋y,z
1
2τ(x)
τ(x, y)τ(x, z)δ(x, y)dµ(y)
=
∫
X
∑
z∼y
||dξ(y, z)||2τ δ(y, z)dµ(y)
ou` τ δ(y, z) =
∑
L
(0)
x ∋y,z
1
2τ(x)
τ(x, y)τ(x, z)δ(x, y). Posons
τδ(y) =
1
2
∑
(x,y)∈K
δ(x, y)τ(x, y).
On a ∑
z∼y
τδ(y, z) =
∑
z∼y
τ δ(y, z) = 2τδ(y),
de sorte que, en de´ﬁnissant
ν(y → z) = τδ(y, z)
2τδ(y)
et
ν(y → z) = τ δ(y, z)
2τδ(y)
on obtient une ine´galite´ de Poincare´,∫
X
∑
(y,z)∈R
||dξ(y, z)||2ν(y → z)dµ˜(y) 6 1
λ
∫
X
∑
(y,z)∈R
||dξ(y, z)||2ν(y → z)dµ˜(y)
ou` dµ˜(y) = 2τδ(y)dµ(y). Remarquons que µ˜ est syme´trique relativement a` ν et ν.
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Il est facile de voir que si µ est invariante, alors ν = ν2 est la marche ale´atoire en
deux pas associe´e a` ν (ainsi R posse`de la proprie´te´ T si λ > 1/2, comparer a` [49, 40]).
Sinon on a
ν2(y → z) =
∑
L
(0)
x ∋y,z
τδ(y, x)
2τδ(y)
τδ(x, z)
2τδ(x)
.
Par hypothe`se τδ(x, y) 6 δµτ(x, y), τδ(x, z) 6 δµτ(x, z) et τδ(x) > τ(x)/δµ ; donc
ν2(y → z) 6 δ3µν(y → z)
et on obtient l’ine´galite´ de Poincare´
Eν2(ξ) 6
δ3µ
λ
Eν(ξ).
Donc R (ainsi que Q) a la proprie´te´ T si λ > δ3µ/2. 
Corollaire 31. Le 1-squelette d’un complexe simplicial Q-pe´riodique satisfaisant
aux hypothe`ses du the´ore`me ne contient pas de suites de Følner e´vanescentes.
En eﬀet la diﬀusion simple associe´e a` la marche ale´atoire sur le 1-squelette de ce
complexe posse`de un trou spectral.
3. L’espace des immeubles A˜2. Il existe une inﬁnite´ non de´nombrable d’im-
meubles A˜2 d’e´paisseur ﬁxe´e. Au cours d’une discussion avec E´tienne Ghys, nous avons
constate´ qu’il e´tait possible de construire une lamination compacte dont l’espace des
feuilles coincide avec l’ensemble de ces immeubles. L’existence de cette lamination fut
l’une des motivations de cet article. Le link d’un immeuble de type A˜2 ve´riﬁe le crite`re
λ1 > 1/2, mais l’existence de mesures invariantes sur cette lamination n’est pas claire
a priori. E´tant donne´ que nous entreprenons une e´tude de´taille´e de cet espace dans
[5, 6], en collaboration avec Sylvain Barre´, il est inutile que nous en disions davantage
ici.
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